
 

Mécanique des fluides (PC*) 

 

La mécanique des fluides est un sous-ensemble de la mécanique des milieux continus. Elle 
comprend l'étude des gaz et des liquides à l'équilibre et en mouvement, ainsi que l'étude de 
l'interaction de ces derniers avec les corps solides. Son importance s'explique par le fondement 
théorique qu'elle offre à de nombreuses disciplines comme la météorologie, l'aérodynamique, 
l'étude des plasmas, … 

La maîtrise de l'eau, comme de l'air, a intéressé les hommes depuis la préhistoire, pour résoudre 
les problèmes d'irrigation et utiliser la force du vent pour propulser les bateaux. C'est Archimède, 
au IIIème siècle av. J.-C., qui a été le véritable initiateur de la "mécanique des fluides " en énonçant 
le théorème qui porte son nom. Bien qu'ils ne connussent pas les lois de l'hydraulique, les 
Romains utilisaient ses applications pour la construction de canaux ouverts pour la distribution 
d'eau. On l'ignore souvent, mais Léonard de Vinci a laissé des notes relatives aux vagues, aux 
tourbillons, aux corps flottants, aux écoulements dans des tubes et à la machinerie hydraulique. 
C'est lui qui a conçu, le premier, un parachute, l'anémomètre (pour mesurer la vitesse des vents) 
et une pompe centrifuge.  

Au XVIIème siècle, Pascal, à la suite de travaux sur le développement de méthodes de calcul, a 
donné un nouvel essor à l'hydraulique en expliquant, entre autres, les expériences de son 
contemporain Torricelli sur les pompes aspirantes. Ses travaux ont été repris durant les siècles 
suivants avec, en particulier, les innovations de Pitot (rendement des machines hydrauliques, tube 
de Pitot) et Venturi (travaux hydrauliques, construction d'une tuyère à cônes divergents). Les 
théoriciens Bernoulli et Euler ont grandement contribué à la formulation des principes de 
l'hydrodynamique ; de même, les travaux de Navier, en théorie générale de l'élasticité, et de Barré 
de Saint-Venant, auteur des premières expériences précises sur l'écoulement des gaz à grande 
vitesse et d'études théoriques complétées par Stokes, ont fait avancer de manière décisive la 
mécanique des fluides.  

                   
Allée tourbillonnaire derrière un cylindre circulaire 

Mais il a fallu attendre le XXème siècle, avec la convergence de connaissances mathématiques et 
expérimentales et l'utilisation de calculateurs de plus en plus puissants, pour que soient 
véritablement abordés des problèmes aussi complexes que les écoulements de fluides visqueux 
dans des tuyaux cylindriques et que soient expliquées les différences entre les écoulements 
laminaires - étudiés par Poiseuille au milieu du XIXèmesiècle - et turbulents, par les travaux de 
Reynolds, notamment.  
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Rue de tourbillons alternés de Von Karman dans un écoulement à très grand nombre de Reynolds. 

Ces domaines d'études, ainsi que les problèmes de couche limite développés par Prandtl ou ceux 
d'écoulements turbulents traités par Karman, font, aujourd'hui encore, l'objet de recherches 
poussées. 

 
Tourbillon marginal (vortex) ; catapultage d'un F18. 

L'étude des fluides au repos dans un repère donné constitue la statique des fluides. Elle 
comprend la statique des liquides (ou hydrostatique) et la statique des gaz (ou aérostatique).  

La dynamique des fluides étudie, pour sa part, les fluides en mouvement. On distingue la 
dynamique des liquides (ou hydrodynamique) et la dynamique des gaz (ou aérodynamique). En 
outre, la dynamique des fluides conducteurs de l'électricité en présence de champs magnétiques 
constitue un domaine à part, que l'on nomme la magnétohydrodynamique. Les diverses branches 
de la mécanique des fluides jouent un grand rôle dans de nombreux domaines, tant dans 
l'industrie que dans la recherche. 

 
Tourbillon marginaux (vortex) ; au soleil couchant, noter les deux tourbillons des volets et la répartition 

elliptique de la portance matérialisée par la condensation de l'humidité de l'air. 
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L'hydrodynamique est nécessaire à la compréhension du fonctionnement de nombreux engins 
(pompes, moteurs, échangeurs de chaleur...) dans lesquels interviennent des écoulements de 
fluides dans des conduites. Elle est également à la base de la construction navale, de l'hydrologie, 
de l'océanographie. 

 
Décollement aérodynamique sur une VW Beetle : le test aux fils de laine montre des décollements qui 
n'interviennent qu’au niveau du pare choc arrière de l'auto. Ceci est certainement du à la dépression 

engendrée par les puissants tourbillons marginaux dus à la cambrure importante du toit. Ce que l'on gagne 
en traînée de pression et en partie perdu en traînée induite par la portance. 

L'aérodynamique permet de concevoir avions, fusées, navettes spatiales... Sa connaissance 
contribue à la diminution de la consommation d'énergie des véhicules, en préconisant pour ceux -
ci des formes "aérodynamiques" qui réduisent l'effet de la résistance de l'air à l'avancement. 
L'aérodynamique est également à la base de la météorologie et de l'étude de l'atmosphère des 
autres planètes. 

 

La magnétohydrodynamique joue un rôle essentiel en astrophysique (modèles d'étoiles, 
dynamique de la matière interstellaire). Elle intervient également dans l'étude des gaz ionisés, ou 
plasmas (décharges électriques dans les gaz, confinement des plasmas par champs magnétiques 
destiné à la production contrôlée d'énergie par fusion thermonucléaire). Elle a aussi permis de 
réaliser des prototypes de centrales convertissant directement de l'énergie thermique en énergie 
électrique (convertisseurs magnétohydrodynamiques). 

 

I) Etude phénoménologique des fluides : 

1 – L’état fluide : 

Un fluide est un système composé de nombreuses particules libres de se mouvoir les unes par 
rapport aux autres. Dans un liquide comme dans un gaz, le mouvement des molécules est 
désordonné : c’est l’agitation thermique.  

D’un point de vue quantitatif, on relève les différences suivantes :  
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• Dans un liquide, les distances intermoléculaires sont de l’ordre de grandeur des 
dimensions moléculaires, alors que dans un gaz, elles sont beaucoup plus grandes. Les 
forces d’interaction entre molécules (forces de Van der Waals en 1 / r 7 ) jouent un rôle 
beaucoup plus important dans les liquides que dans les gaz. 

• Aux pressions usuelles, la densité particulaire des liquides est de l’ordre de 1 000 fois celle 
des gaz. 

• Le coefficient de compressibilité χ d’un gaz est très supérieur à celui d’un liquide : dans la 
plupart des problèmes, les liquides pourront être considérés comme incompressibles. 

 

Selon la définition élémentaire, un liquide a « un volume propre, mais pas de forme propre », 
alors qu'un gaz n'a pas de « volume propre mais tend à occuper tout l'espace qui lui est offert ».  

En réalité, la distinction entre liquide et gaz n'est pas toujours évidente : en effet, le passage de la 
phase gazeuse à la phase liquide peut se faire sans transition (on parle alors de continuité de l'état 
fluide). Toutefois, dans les conditions normales de pression et de température, la phase liquide et 
la phase gazeuse se différencient très nettement. 

Dans un liquide comme dans un gaz, les molécules sont animées de mouvements désordonnés. 
Cependant, dans un liquide, les molécules sont distantes les unes des autres d'une longueur 
correspondant environ à leur taille, alors que dans un gaz les distances entre molécules sont très 
grandes par rapport à leur dimension. Les forces dites d'interaction moléculaire jouent donc un 
rôle important dans l'état liquide alors qu'elles n'interviennent que très peu dans l'état gazeux. Le 
modèle de gaz parfait, qui suppose que les molécules n'interagissent pas entre elles, rend compte 
assez convenablement des propriétés de la plupart des gaz. 

Les liquides et les gaz se distinguent par leur compressibilité. On appelle coefficient de 
compressibilité le rapport de la diminution relative de volume à l'augmentation de pression, et ce 
à température constante. Ce paramètre a donc la dimension de l'inverse d'une pression. Les 
liquides ont des compressibilités très faibles (celle de l'eau, à une température de 20 °C, est de 
4,4 10 -10), qui varient peu avec la pression et la température. Ainsi, un accroissement de pression 
de 2.10 15 Pa se traduit par une diminution de volume de l'eau égale à un dix millième du volume 
initial, soit, pour donner un ordre d'idée, 0,1 cm 3 pour 1 L. Pour les gaz, le coefficient de 
compressibilité varie plus : à une pression voisine de la pression atmosphérique normale, la 
compressibilité de l'air est 20 000 fois plus grande que celle de l'eau.  

Admettre qu'un fluide est incompressible revient à dire que sa masse volumique est constante. Le 
plus souvent, les liquides sont considérés comme des fluides incompressibles. En revanche, 
l'étude d'un gaz demande de prendre en compte sa compressibilité ; il existe cependant des 
conditions dans lesquelles un écoulement gazeux peut être assimilé à un écoulement 
incompressible (lorsque la vitesse de l'écoulement est très petite par rapport à celle du son). 

 

2 – Grandeur moyenne locale, particule fluide : 

Une particule de fluide est un élément de volume de fluide de dimension mésoscopique (de 

l’ordre de 0,1 µm 3 ). Le vecteur vitesse de cette particule est la moyenne statistique des vecteurs 
vitesses des molécules qui la constituent. Le mouvement du fluide dans un référentiel (R) est 
alors décrit par l’ensemble des vecteurs vitesses de ses particules. 
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Du monde des particules (à gauche) au monde fluide (à droite) 

 

3 – Contraintes dans les fluides : 

Les diverses couches d'un fluide en mouvement ne peuvent pas glisser librement les unes sur les 
autres : tout se passe comme si des frottements au sein du fluide s'opposaient aux mouvements 
relatifs des lignes de courant voisines. Cette résistance au glissement ou à la déformation 
caractérise la viscosité d'un fluide ; elle est la propriété inverse de la fluidité. Cette viscosité, dite 
dynamique, s'exprime comme le quotient d'une masse par une vitesse (l'unité est le poiseuille ); en 
règle générale, elle dépend fortement de la température - celle des liquides diminue avec la 
température, alors que celle des gaz croît - et elle se révèle très peu sensible à la pression. On 
mesure la viscosité dynamique d'un fluide, généralement liquide, à l'aide d'un viscosimètre. Le 
principe consiste en une comparaison entre le temps mis par le fluide pour s'écouler dans un 
tuyau vertical sur une distance donnée et celui mis par un fluide de référence (l'eau par exemple). 
Connaissant la densité des deux fluides, on en déduit la viscosité. 

On appelle fluide non visqueux, ou fluide parfait, un fluide dont l'écoulement se fait « sans 
frottements internes » d'aucune sorte. Le modèle du fluide parfait permet de rendre compte assez 
convenablement de la structure de certaines régions d'écoulements réels ou de la modéliser, mais 
jamais de la structure complète de ceux-ci. Une des caractéristiques principales de la mécanique 
des fluides apparaît ici : pour représenter des faits ou des observations, elle fait appel à des 
modèles, dont le degré de raffinement est variable. En raison de l'extrême complexité des 
phénomènes qu'elle tente de décrire, elle ne peut se passer de tests expérimentaux (réalisation de 
maquettes testées dans un bassin et qui serviront à la conception des navires ; essais en soufflerie 
pour la construction aéronautique, etc...). 

 

Forces de viscosité : 

On étudie un cas simple où les plans parallèles à (Oxz) glissent les uns sur les autres (voir figures). 
Ce cas est une bonne approximation de la réalité lorsque les dimensions de l’écoulement selon 
(Ox) et (Oz) sont grandes vis-à-vis de l’épaisseur de la couche de fluide.  

On suppose que le vecteur vitesse peut s’écrire sous la forme (voir figure) :  

( , )
x

v v y t u=
r r

           (y représente la cote verticale) 

Comme ( ) 0div v =
r

, cet écoulement peut être celui d’un fluide incompressible.  
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Une plaque de surface S que l’on traîne sur une couche de liquide visqueux. La plaque se 

déplace à une vitesse constante et entraîne le liquide avec elle.  

 
 

La vitesse est ici une fonction croissante de y. La force de cisaillement F
r
 exercée par S2 sur S1  

s’oppose à la déformation du système constitué par S1 et S2. 

Considérons deux éléments de fluide S1 et S2, séparés par la surface Σ, d’aire S et normale à (Oy).  

La force de cisaillement, exercée par S2 sur S1, est tangente à Σ. Dans le cas de la figure, la surface 
S2 va plus vite que la surface S1 et va donc l’entraîner avec elle. 

Cette force est donc :  

• Proportionnelle à l’aire S de la surface Σ. 

• De même sens que 
x

u
r
 si v(y,t) est une fonction croissante de y 

Si la force de cisaillement est une fonction linéaire de la dérivée 
v

y

∂

∂
, le fluide est dit newtonien 

(voir les compléments sur les fluides non newtoniens et la rhéologie). On se placera dans le cadre 
de cette hypothèse dans la suite du cours.  

 

Conclusion :  

Pour un écoulement unidirectionnel, tel que ( , )
x

v v y t u=
r r

, la force de surface tangentielle F
r
, 

appelée force de cisaillement ou de viscosité, qui s’exerce à travers une surface d’aire S normale à 

y
u
r
 vaut (il s’agit de la force exercée par la couche supérieure sur la couche inférieure) :  

x

v
F S u

y
η

∂
=

∂

r r
 

La viscosité a pour effet, dans un écoulement unidirectionnel, d’accélérer les éléments lents et de 
freiner les éléments rapides. Il s’agit donc d’un transfert interne de quantité de mouvement, qui 
présente les caractéristiques d’une diffusion de quantité de mouvement.  
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Le coefficient η, appelé coefficient de viscosité du fluide, peut être, avec une bonne 
approximation, considéré comme une constante caractéristique du fluide à une température 
donnée.  

L’unité pour le coefficient de viscosité est le poiseuille (symbole Pl, égal à 1 Pa.s).  

Quelques exemples (dans les conditions normales) :  

Corps pur Eau Air Glycérine 

Viscosité 1,0.10 – 3 Pl 1,0.10 – 5 Pl 1,4 Pl 

 

Equivalent volumique des forces de viscosité :  

On considère un « pavé » de fluide de volume dxdydz.  

y 

y + dy 

( , )
x

v y dy t
dxdz u

y
η

∂ +

∂

r
 

( , )
x

v y t
dxdz u

y
η

∂
−

∂

r
 

 

On suppose que le champ des vitesses peut encore s’écrire sous la forme :  

( , )
x

v v y t u=
r r

        (écoulement incompressible, ( ) 0div v =
r

) 

Pour un tel champ, les forces de viscosité sont portées par l’axe (Ox) et seules les faces y et 
y + dy sont concernées. On peut écrire, en appliquant le principe de l’action et de la réaction, la 
résultante des forces de viscosité sur le pavé de fluide :  

( , ) ( , )
( ) ( )

vis vis vis x x

v y dy t v y t
dF dF y dy dF y dx dz u dx dz u

y y
η η

∂ + ∂
= + + = −

∂ ∂

r r r r r
 

Soit :  

2 2

2 2

( , ) ( , )vis
vis x vis x

dFv y t v y t
dF dx dy dz u soit f u

y d y
η η

τ

∂ ∂
= = =

∂ ∂

r
rr r r

 

Pour un champ des vitesses quelconque mais correspondant à un écoulement incompressible 
(donc ( ) 0div v =

r
), nous admettrons que ce résultat se généralise sous la forme :  

x

vis
vis y

z

v
dF

f v v
d

v

η η
τ

∆

= = ∆ = ∆

∆

r
r r

 

Remarque :  

* 
vis

f
r

 est la densité volumique des forces de viscosité ; elle n’est qu’un équivalent mathématique 

car ces forces ne s’appliquent qu’à la surface d’un système. 
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* L’expression de la densité volumique des forces de viscosité n’est donc valable que pour un 
fluide incompressible. La possibilité de variation du volume d’une particule de fluide au cours de 
son mouvement, sous l’effet du champ de pression ou de température, introduit un terme 

supplémentaire qui a pour expression ( ') ( ( ))grad div vη η+
uuuuur r

, où η’ est la viscosité de volume (ou 

deuxième viscosité). Comme dans la suite du cours on n’utilisera que des fluides parfaits (donc de 

viscosités nulles) ou des fluides visqueux incompressibles, ce coefficient η’ ne sera jamais pris en 
compte.  

 

Interprétation microscopique de la viscosité, transfert de quantité de mouvement :  

La force de viscosité est nulle si le champ des vitesses est uniforme et tend à homogénéiser le 
champ des vitesses dans le cas contraire. La viscosité est un phénomène de transport diffusif de 
la quantité de mouvement horizontale.  

Le transfert diffusif de quantité de mouvement (qui elle est horizontale) se fait selon 
y

u
r
.  

On note ( , )
x

v v y t uρ ρ=
r r

 la densité volumique de quantité de mouvement, où ρ désigne la masse 

volumique du fluide que l’on suppose constante.  

La force de cisaillement (ou de viscosité) peut s’écrire :  

( )
x x

v v
F S u S u

y y

η ρ
η

ρ

∂ ∂
= =

∂ ∂

r r r
 

Cette force désigne la force subie par la couche inférieure due à la couche supérieure. Ainsi, si 

v(y,t) est une fonction croissante de y, 
( )

0
v

y

ρ∂
>

∂
 et la couche inférieure reçoit donc une quantité 

de mouvement donnée par la loi de Newton 
diff

dp
F

dt
=

r
r

.  

Par conséquent, dans un champ de vitesses inhomogène, les forces de viscosité produisent un 
transfert de quantité de mouvement des zones rapides vers les zones lentes, qui tend à rétablir 
l’homogénéité de la vitesse dans l’écoulement.  

 

Modèle microscopique sommaire pour les gaz :  
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Description du modèle :  

 

 

 
 

 

 
 

 

Débit moléculaire :  
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Débit de quantité de mouvement :  

 

 

 

Viscosité d’un gaz :  
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II) Champ des vitesses dans un fluide : 

1 – Description lagrangienne, description eulérienne : 

• Description lagrangienne : (Lagrange, 1736 – 1813) 

A un instant initial t0, on découpe le fluide en particules de fluides élémentaires centrées sur un 
ensemble de points courants M0 et on suit le mouvement de ces particules au cours du temps 
dans le référentiel (R).  

A un instant t, on peut ainsi définir le vecteur vitesse 0( , )v M t
r

 de la particule qui était en M0 à 

l’instant t0.  

On définit naturellement la trajectoire d’une particule de fluide, lieu des positions successives de 
cette particule au cours du temps.  

Dans ce point de vue, un observateur est lié à chaque particule de fluide. Ce type de description 
est utile lorsqu’on veut étudier les phénomènes d’advection1 de contaminants, comme des 
éléments radioactifs disséminés dans des écoulements et qui suivent les trajectoires des particules 
de fluides.  

C’est cette description qui est choisie traditionnellement en mécanique du point matériel ou du 
solide par exemple.  

 
Le pêcheur suivant des yeux les feuilles se place en formalisme lagrangien. 

En guise d’illustration, un policier qui veut vérifier qu’une voiture particulière ne commet pas 
d’excès de vitesse choisira de suivre cette voiture et d’en mesurer la vitesse avec un radar 
embarqué. Si le policier est plutôt préoccupé par le respect de la limitation de vitesse à un 
carrefour dangereux, il y posera son radar et contrôlera la vitesse de toutes les voitures qui 
passeront à cet endroit : c’est l’approche eulérienne d’un écoulement. 

De manière plus précise, le fluide est décrit à chaque instant par l’ensemble des vitesses des 

particules de fluide qui le composent ; on note 0R
r
 leur position initiale (à l’instant t = 0). La 

vitesse d’une particule est alors :  

0

( )
( ) ( , )

dR t
V t V R t

dt
= =

r
r r r

 

où ( )R t OM=
uuuurr

 est le rayon vecteur de la particule à l’instant t.  

                                                 
1 Les transports d'un point à un autre se font soit par advection soit par diffusion. Imaginons des poissons dans une rivière. Le 
mouvement général de l'eau assure le transport advectif des poissons. Le mouvement des poissons par rapport à l'eau (par 
exemple en se repérant sur une feuille morte dérivant dans le courant) est le transport diffusif. 
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Ces grandeurs ne dépendent explicitement que du temps pour une particule considérée ( ( )R t
r

 est 

une fonction connue du temps). Ainsi, en formalisme lagrangien, la vitesse de chaque particule ne 
dépend que du temps t (la trajectoire étant connue) et des coordonnées initiales de la particule.  

 
Lorsque l’on observe les trajectoires des divers véhicules (entre t = t1 et t = t2),  

on se place en formalisme lagrangien. 

 

• Description eulérienne : (Euler, 1707 – 1783) 

Plutôt que de décrire la vitesse d’une particule de fluide, ce qui fournit des caractéristiques de 
l’écoulement en fonction du temps mais jamais aux mêmes endroits (la position de la particule ne 
cesse de varier), la description eulérienne consiste à étudier le mouvement du fluide à des endroits 
fixes. Il existe de nombreuses techniques expérimentales permettant de mesurer la vitesse d’un 
fluide en une position donnée (comme le « fil chaud » qui permet d’obtenir la vitesse du fluide en 
mesurant le refroidissement d’un fil chauffé, ou l’anémomètre constitué d’une hélice dont la 
vitesse de rotation donne la vitesse du vent, …). Ainsi, on peut suivre l’évolution temporelle de la 
vitesse en un point M fixe : on obtient la vitesse de la particule de fluide qui se trouve en M à 
l’instant t de la mesure. Il s’agit donc à chaque fois d’une particule différente. 

 
Le pêcheur observe comment s’écoule le fluide autour du rocher : il se place en formalisme eulérien. 

L’ensemble des vecteurs vitesse des particules forme un champ de vecteurs :  

( , ) ( , ) ( , , , )v r t v M t v x y z t= =
r r r r

 

dépendant à la fois de l’espace et du temps : les variables d’espace (x,y,z) et le temps t sont des 
variables indépendantes.  

L’approche eulérienne décrit l’état d’un fluide en mouvement en lui associant des champs : 
champ des vitesses, champ de pression, champ de température, … 

Le point de vue eulérien est le point de vue implicitement adopté en électromagnétisme et en 
thermodynamique sur les phénomènes de diffusion.  



 

 13

La description eulérienne est particulièrement adaptée dans le cas des écoulements stationnaires. 
Un écoulement stationnaire (ou écoulement en régime permanent) est un écoulement pour lequel 
la vitesse en tout point M est indépendante du temps : 

( ) 0
v

M
t

∂
=

∂

r
r
 

Dans un écoulement stationnaire, la vitesse est constante en tout point fixe mais la vitesse des 
particules de fluide varie, sauf exception, avec le temps. Ainsi, un écoulement stationnaire 
eulérien n’est pas un écoulement stationnaire lagrangien. 

 
Les deux gendarmes observant les vitesses des véhicules se sont placés en formalisme eulérien pour décrire 

l’écoulement du trafic. A la même date t, ils n’observent pas les mêmes véhicules. 

Le caractère stationnaire d’un écoulement dépend du référentiel choisi. Prenons le cas du sillage 
d’un canard à la surface d’une rivière : ce sillage, qui donne l’impression de suivre le canard est 
stationnaire dans le référentiel lié au canard mais n’est pas stationnaire dans le référentiel lié à la 
berge. 

 

2 – Champ de vitesse, lignes de courant et trajectoires : 

La carte du champ des vitesses donne une représentation graphique d’un écoulement. Cette carte 
est le tracé du vecteur vitesse ( , )v M t

r
 en tout point M à un instant donné t. A titre d’exemple, on 

considère l’écoulement stationnaire autour d’un cylindre fixe, de rayon R, infini dans la direction 
(Oz) perpendiculaire au plan de la feuille, d’un fluide parfait (viscosité nulle) ayant une vitesse 

uniforme 0 0 x
v v u=
r r

 loin du cylindre. Le calcul du vecteur vitesse ( , )
x x y y

v x y v u v u= +
r r r

 conduit à 

(voir paragraphe 6) :  

2 2 2 2

0 02 2 2 2 2 2

( )
1 ; 2

( ) ( )
x y

y x R xyR
v v v v

x y x y

 −
= + = − 

+ + 
 

Une représentation de l’écoulement souvent utilisée est celle des lignes de courants : ces lignes 
sont les courbes tangentes au vecteur vitesse ( , )v M t

r
 en chacun de leurs points M, à l’instant 

considéré. L’équation d’une ligne de courant (comparable à une ligne de champ en 
électrostatique) s’obtient en écrivant que tout vecteur déplacement élémentaire dr

r
 le long de la 

ligne est colinéaire au vecteur vitesse ( , )v M t
r

, soit ( , ) 0v M t dr∧ =
rr r
. 
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Cylindre fixe : champ des vitesses (à gauche) et lignes de courants (à droite), confondues 

avec les trajectoires des particules de fluide. 

Dans le cadre de la description lagrangienne, on obtient directement les trajectoires des particules 
de fluide ; expérimentalement, on obtient ces trajectoires en suivant le déplacement de traceurs.  

 
Ligne de 
courant 

Trajectoire 

M0 

0 0( , )v M t t=
r

 

 
Ligne de courant à l’instant t0 et trajectoire passant par le point M0 à l’instant t0. 

Mathématiquement, une trajectoire s’obtient par l’intégration (avec des CI : M0 et t0) de 
l’équation : 

0( , )dr V R t dt=
r rr

 

On peut remarquer que cette équation implique 0( , ) 0dr V R t∧ =
rr rr
.  

En général, les trajectoires et les lignes de courant ne sont pas confondues. 

Dans le cas des écoulements stationnaires :  

0( , ) ( ( )) ( ) ( )V R t V R t v r v M= = =
r r r r r r r

 

et cette relation donne également la forme des lignes de courant. En conclusion : trajectoires et 
lignes de courant sont identiques pour les écoulements stationnaires (c’est le cas dans la figure 
précédente). 

Compléments :  

* Lignes de courant :  
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* Tube de champ :  
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3 – Dérivée particulaire du champ des vitesses : 

Imaginer un petit bonhomme sur une particule fluide (toujours la même) : les variations des 
grandeurs qu’il mesure (vitesse, pression, masse volumique, …) sont des variations particulaires, 
c’est-à-dire des variations de grandeurs liées à la même particule qui se déplace au cours du 
temps.  

( , )M t  

( , )M dM t dt+ +  

( , )dr v M t dt=
r r

 

 

On comprend intuitivement que, pour étudier le mouvement d’une particule de fluide soumise à 
différentes forces, il va falloir déterminer son accélération. 

Mais comment calculer l’accélération d’une particule de fluide en formalisme eulérien ?  

La différentielle de la vitesse d’une particule de fluide (toujours la même) vaut :  

v v v v
dv dt dx dy dz

t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂

r r r r
r

 

Pendant l’intervalle de temps dt, la particule de fluide s’est déplacée de :  

dr v dt=
r r

 

D’où :  

x y z

v v v v
dv dt v dt v dt v dt

t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂

r r r r
r

 

Et l’accélération de la particule de fluide devient :  
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x y z

dv v v v v
a v v v

dt t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= = + + +

∂ ∂ ∂ ∂

r r r r r
r

 

Soit encore :  

( . )
dv v

a v grad v
dt t

∂
= = +

∂

r r uuuuurr r r
 

En toute rigueur, v
r
 dans le membre de gauche désigne la vitesse de la particule fluide (et /d dt  

est appelée dérivée particulaire, encore notée /D Dt ) alors que dans les autres termes, v
r
 désigne 

le champ des vitesses dans tout le fluide. Enfin, le terme ( . )v grad v
uuuuurr r

 permet de rendre compte 

que, même dans un écoulement stationnaire (dans le sens eulérien du terme), aux variations 
spatiales de la vitesse correspondent des accélérations pour les particules. 

 

Généralisation :  

La dérivée particulaire » d’une grandeur vectorielle G
r
 est donnée par :  

( . )
dG G

v grad G
dt t

∂
= +

∂

r r
uuuuur rr

  

Cette dérivée particulaire se décompose en deux termes :  

* ( . )v grad G
uuuuur rr

 : la dérivée convective, qui indique un caractère non uniforme de G
r
. 

* 
G

t

∂

∂

r

 : la dérivée locale, qui indique un caractère non permanent de G
r
. 

 

 

 

Remarque :  

On peut montrer que (se placer en coordonnées cartésiennes) :  
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2

( . ) ( )
2

v
v grad v grad rot v v

 
= + ∧ 

 

uuuuur uuuuur uuurr r r r
 

 

Exemple d’un solide en rotation :  

On considère un solide en rotation autour d’un axe fixe (Oz). Tout point M lié au solide possède 
un vecteur vitesse de la forme :  

v r uθω=
r r

 

où ω est la vitesse angulaire de rotation autour de l’axe (Oz) et r la distance du point M à l’axe de 

rotation. On calcule ( )rot v
uuur r

 en utilisant un formulaire d’analyse vectorielle :  

21
( ) ( ) 2 2

z z

d
rot v r u u

r dr
ω ω ω= = =

uuuur rr r r
 

Remarque : pour un champ vectoriel de la forme ( )f r uθ

r
 :  

[ ] ( )
1

( ) ( )
z

d
rot f r u rf r u

r dr
θ =

uuur r r
 

Le rotationnel de la vitesse en un point du solide renseigne donc sur la rotation de ce point 
autour de l’axe de rotation (Oz).  

Le tourbillon, parfois appelé vorticité (du latin vortex), est une formulation mathématique de la 
dynamique des fluides reliée à la quantité de vitesse angulaire ou de rotation que subit un fluide 
localement. Une façon simple de visualiser le tourbillon est de considérer un fluide en 
mouvement dans lequel on délimite un petit volume rigide. Si cette parcelle tourne par rapport à 
un référentiel au lieu de translater, elle tourbillonne. 

On définit alors, pour un fluide, le vecteur tourbillon par :  

1
( )

2
rot vΩ =
uuurr r

 

Ce vecteur représente le vecteur rotation (locale) d’une particule de fluide. Localement, le champ 
des vitesses d’un fluide renseigne sur l’existence de tourbillons dans ce fluide par l’intermédiaire 
de son rotationnel.  

 

 
Translation simple à gauche, rotation à droite menant à du tourbillon 

Un écoulement est dit non tourbillonnaire (ou irrotationnel) si le vecteur tourbillon est nul en 
tout point. Dans le cas contraire, l’écoulement est dit tourbillonnaire. 

Il ne faut pas confondre turbulences et tourbillons : un champ des vitesses de la forme 
2

k
v u

r
θ=

r r
 

est tourbillonnaire (comme on peut le vérifier en coordonnées cylindriques), mais il ne s’agit pas 
d’une turbulence.  
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On peut calculer le vecteur tourbillon :  

2 3

1 1 1 1

2 2 2z z

k d k k
rot u u u

r r dr r r
θ

   
Ω = = = −     

uuurr r r r
 

La fonction mathématique qui décrit ce champ des vitesses est « simple ».  

En pratique, les turbulences sont constituées de tourbillons de taille et de forme variables, qui se 
font et se défont constamment. 

 

 

Structure tourbillonnaire (exemple de la tornade) :  

Cette structure correspond à une situation bidimensionnelle où le fluide tourne autour de l’axe 

des z avec une vitesse orthoradiale ( , )v v r uθθ=
r r

. On suppose le fluide incompressible. Alors :  

1 ( , )
( ) 0

v r
div v

r

θ

θ

∂
= =

∂

r
     (donc v(r) ne dépend que de r uniquement et pas de θ) 

On peut calculer le vecteur tourbillon :  

[ ]
1 1 1

( ) ( )
2 2

z

d
rot v rv r u

r dr
Ω = =

uuurr r r
 

Une telle structure de champ des vitesses correspond donc à un vecteur tourbillon 
z

uΩ = Ω
r r

. On 

pouvait s’y attendre en faisant l’analogie avec un solide en rotation autour de l’axe (Oz), ou 
encore par analogie avec le champ magnétique créé par un courant électrique à section circulaire 
de longueur infinie. 

En effet, le champ des vitesses d’un fluide (incompressible) vérifie les équations locales :  

( ) 0 ( ) 2div v et rot v= = Ω
uuur rr r

 

Un champ magnétique permanent vérifie les équations de Maxwell :  

00divB et rotB jµ= =
uuurr r r

 

La source du champ magnétique est le vecteur j
r
, celle de v

r
 le double du vecteur tourbillon, 

2Ω
r
. Ainsi, si deux problèmes, l’un de magnétostatique, l’autre d’écoulement incompressible, 

présentent les mêmes symétries, les mêmes conditions aux limites et les mêmes répartitions de 

sources, alors les solutions (c’est-à-dire les expressions du champ B
r
 et de la vitesse v

r
) seront 

formellement identiques. 

On considère le cas idéal où :  

0 0

0

pour r a

pour r a

ω
ω

< <
= 

>
 

Alors, pour 0 < r < a :  

[ ] 0 0

1 1
( ) ( )

2

d C
rv r soit v r r

r dr r
ω ω= = +  

La constante C = 0 sinon la vitesse serait infinie en r = 0 : 0( )v r rω= . 
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Pour r > a :  

[ ]
2

01 1
( ) 0 ( )

2

ad cste
rv r soit v r

r dr r r

ω
= = =  

On a utilisé la continuité de la vitesse en r = a pour déterminer la constante d’intégration. 

 
Champ des vitesses d’une tornade. 

 

Remarques : 

Le théorème de Stockes donne :  

( ) ( ) ( )
. ( ). 2 .

C S S
v d rot v ndS ndS= = Ω∫ ∫∫ ∫∫

uuurr rr r r r
l�  

On obtient l’équivalent du théorème d’Ampère en magnétostatique.  

En prenant comme contour un cercle et comme surface celle de ce cercle, on obtient :  

* Pour r < a :  

2

0 02 ( ) 2 ( )rv r r soit v r rπ ω π ω= =  

* Pour r > a :  

2
2 0

02 ( ) 2 ( )
a

rv r a soit v r
r

ω
π ω π= =  

On retrouve les résultats précédents. 

 

Cas d’un tourbillon « ponctuel » ou « vortex » :  

La circulation de la vitesse sur une ligne de courant extérieure à l’œil de la tornade est 
2

02C aπ ω= . C’est donc une constante qui caractérise la tornade au même titre que la donnée de 

la vitesse angulaire 0ω .  

Le tourbillon est dit ponctuel (et nommé vortex) si 0a → tout en maintenant C constante 

(finalement, 0ω → ∞ ). 

Le champ des vitesses d’un vortex s’écrit :  
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( )
2

C
v r u

r
θ

π
=

r
           (avec 0r ≠ ) 

Au cas limite du vortex correspond, en magnétostatique, le cas d’un fil infini parcouru par le 

courant d’intensité 2I a jπ= , pour lequel le champ magnétique vaut 0( )
2

I
B r u

r
θ

µ

π
=

r
. 

 

4 – Equation locale de conservation de la masse et conséquences : 

a) Débit volumique, débit massique :  

On appelle débit volumique Dv à travers une surface (S) orientée, le volume de fluide qui traverse 
(S) par unité de temps, compté positivement dans le sens du vecteur normal à la surface et 
négativement dans le cas contraire. 

Ce débit vaut :  

( )
.v

S
D v n dS= ∫∫

r r
 

Le débit massique Dm correspond à la masse de fluide qui traverse (S) par unité de temps, compté 
positivement dans le sens du vecteur normal à la surface et négativement dans le cas contraire : 

( ) ( )
. .m

S S
D v n dS j n dSµ= =∫∫ ∫∫

rr r r
 

avec j vµ=
r r

 (vecteur densité de courant ou vecteur densité de flux de masse de l’écoulement). 

Si le fluide est incompressible et homogène, donc si la masse volumique est constante et 
indépendante du point, alors :  

m v
D Dµ=  

On peut remarquer que ces débits sont les équivalents de l’intensité électrique, du flux thermique 
et du débit de particules (vu en diffusion). 

 

b) Equation locale de conservation de la masse :  

On considère un volume V délimité par une surface fermée S (fixe dans le référentiel d’étude).  

 

n
r

j
r

dS

VVolume

µµµµ 

 
Soit µ la masse volumique du fluide. La masse totale M(t) comprise dans le volume à l’instant t 

vaut : 
( )

( )
V

M t dµ τ= ∫∫∫  

La conservation de la masse permet d’écrire :  

( )
( ) ( )

( , ) .
V S

d
M t d j n dS

dt
µ τ = −∫∫∫ ∫∫

r r
�  
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Le volume (V) étant fixe :  

( )
( ) ( )

( , )
( , )

V V

d M t
M t d d

dt t

µ
µ τ τ

∂
=

∂∫∫∫ ∫∫∫  

Finalement, le principe de conservation de la masse conduit à 
( ) ( )

( , )
.

V S

M t
d j n dS

t

µ
τ

∂
= −

∂∫∫∫ ∫∫
r r

�  

En utilisant le théorème de Green-Ostrogradsky :  

( ) ( )

( , )

V V

M t
d divj d

t

µ
τ τ

∂
= −

∂∫∫∫ ∫∫∫
r

        soit        
( )

( , )
0

V

M t
divj d

t

µ
τ

∂ 
+ = 

∂ 
∫∫∫

r
 

Ce résultat étant vrai pour tout volume (V), il vient :  

( , )
0

M t
divj

t

µ∂
+ =

∂

r
 

C’est l’équation locale de conservation de la masse. 

Conséquences pour les écoulements stationnaires : le flux de j
r
 est conservatif ( 0divj =

r
). Il en 

résulte que :  

* Le débit massique sortant d’une surface fermée est nul 

* Le débit massique à travers toute section d’un tube de courant est le même à un instant donné. 

 

5 – Interprétation de la divergence de la vitesse, cas particuliers des écoulements 
incompressibles : 

On peut écrire l’équation locale de conservation de la masse sous la forme :  

( ) ( ) . 0div v div v v grad
t t

µ µ
µ µ µ

∂ ∂
+ = + + =

∂ ∂

uuuuurr r r
 

Soit, en faisant apparaître la dérivée particulaire de la masse volumique :  

1
( ) 0 ( )

D D
div v soit div v

Dt Dt

µ µ
µ

µ
+ = = −

r r
 

Soit une particule de fluide située au point M à l’instant t et m sa masse. Soient V(t) et V(t + dt) 
son volume aux instants t et t + dt. Alors, avec /m Vµ =  :  

1 1 ( ) ( )
( )

( )

D V D m DV V t dt V t
div v

Dt m Dt V V Dt V t dt

µ

µ

+ − 
= − = − = = 

 

r
 

On voit ainsi l’interprétation de ( )div v
r
 : c’est une mesure en chaque point du taux 

d’accroissement relatif du volume de la particule de fluide au cours du temps.  



 

 23

 

Pour un écoulement incompressible, 0
D

Dt

µ
=  et ainsi ( ) 0div v =

r
. On en déduit que le débit 

volumique se conserve dans un tube de champ et donc concrètement dans une canalisation. En 
particulier, si la vitesse est constante sur une section de la canalisation :  

1 1 2 2v S v S=  

Ainsi, lorsque les lignes de champ d’un écoulement se resserrent, la norme du vecteur vitesse 
augmente. 

 

 6 – Ecoulements non tourbillonnaires, potentiel des vitesses :  

Un écoulement non tourbillonnaire est tel qu’en tout point de l’espace :  

( ) 0rot v =
uuur rr

 

On peut alors définir (à une constante près) un potentiel des vitesses, noté Φ, par :  

v grad= Φ
uuuuurr

 

Si l’écoulement est de plus incompressible :  

( ) 0 ( ) 0div v donc div grad= Φ = ∆Φ =
uuuuurr

 

Le potentiel des vitesses vérifie l’équation de Laplace (vue en électrostatique pour le potentiel 
électrique), 0∆Φ = . 

 

* Analogie électrostatique :  
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Exemple d’une source et d’un puits bidimensionnels :  

 

  

 
Champ des vitesses d’une source 

bidimensionnelle. 

 

(figures) 
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Ce flux représente un débit volumique par unité de longueur de l’axe (Oz), noté Dv1 et joue 

 

 
 

 

 

 
 

* Construction d’un écoulement par superposition :  

Principe de superposition :  

 

 

 

Dipôle hydrodynamique :  

On considère l’association d’une source bidimensionnelle (débit Dv1) et d’un puits également 
bidimensionnel (de débit opposé - Dv1), situés à proximité l’un de l’autre.  
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(à droite) 

 

 

 
de la figure  
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Conclusion :  

Un dipôle hydrodynamique est constitué par la superposition d’un puits (- Dv1) et d’une source 
(+ Dv1) bidimensionnels très proches (distance d) l’un de l’autre vis-à-vis des distances r 
d’observation.  

Le potentiel du champ des vitesses est donné dans un système de coordonnées cylindriques par :  
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1 cosv
D d

r

θ

π
Φ = −  

 

7 – Exemple ; écoulement autour d’une aile d’avion : 

On considère une aile d’avion cylindrique d’axe horizontal (Oz) et de rayon R, en mouvement 

rectiligne uniforme à vitesse 
x

U u
r
 dans le référentiel terrestre (R0).  

Loin de l’aile, l’air est au repos et la pression est constante (notée P∞ ).  

Il est commode pour exprimer les conditions aux limites sur l’aile de traiter le problème dans le 
référentiel (R) lié à l’avion, où l’on note v

r
 le champ eulérien des vitesses.  

 

 
(Ecoulement d’air autour d’une aile d’avion.) 

Loin de l’aile, la loi de composition des vitesses donne :  

0( ) ( ) 0
e x x

v v v U u U u∞ = ∞ − = − = −
rr r r r

 

 

r 

M 

x 

y 

O 

θ 

Aile d’avion 
xuUv
r

−=∞)(  

 

Hypothèses :  

• L’écoulement est stationnaire. 

• L’écoulement est incompressible ; ce choix est convenable bien que l’air soit un fluide 
compressible si l’on suppose que l’avion est subsonique (Voir paragraphe III-3). 
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• L’écoulement est irrotationnel. 

• L’écoulement est plan et invariant par translation le long de l’axe de l’aile (on néglige les 

effets de bords) et on écrit ( ) ( , ) ( , )
r r

v M v r u v r uθ θθ θ= +
r r r

. 

 

Recherche du champ des vitesses :  

L’écoulement étant irrotationnel ( 0rot v =
uuur rr

), il existe un potentiel des vitesses Φ tel que :  

v grad= Φ
uuuuurr

 

L’écoulement étant incompressible, 0div v =
r

, soit 0∆Φ =  : le potentiel des vitesses vérifie 

l’équation de Laplace. Etant donné l’invariance par translation selon (Oz), le potentiel des vitesses 
est de la forme ( , )r θΦ .  

La solution générale de l’équation de Laplace est dans ce cas :  

0 0

1 1

( , ) ln ( ) cos( ) ( ) sin( )n n n n

n n n n

n n

r r r r n r r nθ α β α β θ γ δ θ
∞ ∞

− −

= =

Φ = + + + + +∑ ∑  

où les , ,
n n n n

etα β γ δ  sont des constantes quelconques. On reconnaît dans cette expression un 

développement en série de Fourier du potentiel des vitesses à r fixé.  

Le problème étant symétrique par rapport au plan médiateur de l’aile y = 0, ce développement est 

pair en θ et les termes en sinus sont nuls :  

0 0

1

( , ) ln ( ) cos( )n n

n n

n

r r r r nθ α β α β θ
∞

−

=

Φ = + + +∑  

A l’infini :  

( ) ( cos )
x

v U u grad Ux grad Ur θ= − = − = −
uuuuur uuuuurr r

 

Soit cosUr θΦ = − . On en déduit : 

1 0; 0 ; 0 ( 1)
n

U pour tout nα β α= − = = ≠  

Ainsi :  

1

( , ) cos ( ) cos( )n

n

n

r Ur r nθ θ β θ
∞

−

=

Φ = − +∑  

Sur l’aile, la coordonnée normale (la vitesse radiale) de la vitesse doit s’annuler :  

( , )

( , ) 0r

R

v R
r θ

θ
∂Φ 

= = 
∂ 

 

Or : 

1

1

cos ( ) cos( )n

n

n

U n r n
r

θ β θ
∞

− −

=

∂Φ
= − + −

∂
∑  

Par conséquent :  

11

2
2

cos cos( ) 0n

n

n

U n R n
R

β
θ β θ

∞
− −

=

 
− + − = 
 

∑  
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D’où :  

2

1 2 0
n

UR etβ β >= − =  

Finalement :  

2

( , ) cos
R

r U r
r

θ θ
 

Φ = − + 
 

 

     

 

On en déduit les coordonnées du champ des vitesses :  

2

2

2

2

1 cos

1
1 sin

r

R
v U

r r

R
v U

r r
θ

θ

θ
θ

  ∂Φ
= = − −  

∂  


 ∂Φ = = +  ∂  

 

 

 
Ecoulement autour d'un cylindre. La fin de l'animation montre la désintégration du tourbillon (vortex) 

symétrique. Ce type d'écoulement peut s'observer quand on touille une tasse de café. 

 

Remarque :  

Au paragraphe (II-2), on a donné les coordonnées cartésiennes de la vitesse :  
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2 2 2 2

0 02 2 2 2 2 2

( )
1 ; 2

( ) ( )
x y

y x R xyR
v v v v

x y x y

 −
= + = − 

+ + 
 

On peut retrouver ces coordonnées à partir des coordonnées de la vitesse en polaires. En effet, 
pour la coordonnée selon l’axe (Ox) :  

2 2
2 2

2 2
cos sin 1 cos 1 sinx r

R R
v v v U U

r r
θθ θ θ θ

   
= − = − − − +   

   
 

Soit : 

( )
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
cos sinx

R R x y
v U U U U

r r r r
θ θ

 
= − + − = − + − 

 
 

Finalement, avec 0v U= −  et 2 2 2r x y= +  :  

2 2 2

02 2 2

( )
1

( )
x

y x R
v v

x y

 −
= + 

+ 
 

On obtiendrait de même l’expression de vy. 

 

III) Equations dynamiques locales des fluides parfaits : 

1 – Forces volumiques, forces massiques : 

Dans l’hypothèse du fluide parfait, on néglige les forces de viscosité. Un élément de fluide de 

volume dτ et de masse dm est soumis à des forces de représentation massique ou volumique 
selon l’expression :  

( : )
m v v m

df f dm f d avec f fτ µ= = =
r r r r r

 

Exemples :  

• Forces de pesanteur :  

;
m v

f g f gµ= =
r rr r

 

• Forces de pression :  

1
; ;

v m
df gradP d f gradP f gradPτ

µ
= − = − = −

uuuuur uuuuur uuuuurr r r
 

 

Comment démontrer le principe d’Archimède ? 

 

(cf figure) 
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(figure B) 
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 (Figure A) 
 

 

 

 

 

 

 
Une couronne en or ou en métal quelconque ?  

 

Pourquoi un bateau flotte et existence du mouvement perpétuel ?  

La condition pour qu'un bateau puisse flotter est relativement simple : il faut que son poids total 
soit inférieur au poids d'un volume d'eau égal à son volume immergeable (à peu près le volume 
de sa coque). Une chose moins simple est de s'assurer que le bateau ne chavirera pas : on a vu un 
galion nommé Vasa se retourner dans le port de Stockholm le jour de son baptême ! 
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A : pourquoi un bateau flotte ? B : le mouvement perpétuel ?  

Un bateau qui flotte ( 0
A

F mg+ =
rr r
) est stable quand une rotation d'un angle α (angle de roulis) 

engendre un couple qui s'oppose à cette rotation. Lors de cette rotation, qui s'effectue à volume 

immergé constant, le couple créé est égal au moment de 
A

F
r
 par rapport au centre de gravité G 

du bateau, '
A

GG F∧
uuuur r

, où G'(α) est l'isobarycentre du volume immergé. 

Mais le sens de ce moment est complexe à déterminer car le point d'application G'(α) n'est pas 

un point fixe du bateau. Toutefois, chaque point de la droite verticale D(α) contenant G'(α) 

répond à la définition de point d'application pour 
A

F
r
. Pour des angles α pas trop grands, les 

droites D(α) définies dans le repère lié au bateau se coupent toutes en un même point C. 

Tout se passe donc comme si la poussée d'Archimède s'appliquait au point C, appelé centre de 
poussée ou métacentre, fixe par rapport au bateau. Ce centre de poussée (une fois déterminé par 
des calculs en général complexes) permet de qualifier facilement la stabilité. 

Le bateau est stable lorsque son centre de poussée C est au-dessus du centre de gravité du bateau 

G (le moment des forces tend à ramener le bateau vers sa position α = 0) et la stabilité est 
d'autant meilleure (forte intensité du couple s'opposant au roulis) que C est haut par rapport à G. 
En pratique, on augmente la stabilité des bateaux en abaissant leur centre de gravité G, que ce 
soit en lestant leur quille ou en plaçant les chargements lourds en fond de cale. 

 

« Les limites à Archimède » :  

On a représenté (figure B) en coupe un cylindre homogène susceptible de tourner autour de son 

axe ∆ et à moitié immergé dans une cuve d'eau (des joints entre la paroi de la cuve et le cylindre 
assurent l'étanchéité sans gêner une rotation éventuelle). Si on cherche à appliquer le théorème 
d'Archimède, il est clair que le cylindre ayant une moitié dans l'eau et une moitié dans l'air (de 
densité négligeable), le centre de gravité G' « des fluides déplacés » se trouve dans la partie 

immergée dans l'eau. La poussée d'Archimède exerce donc un couple non nul par rapport à ∆. 

Comme le poids s'exerce au centre de gravité G appartenant à ∆, son moment par rapport à ∆, 
ainsi que celui de la réaction de l'axe, est nul et le moment de la poussée d'Archimède n'est donc 
pas compensé : le cylindre tourne. On en déduit alors, avec sans doute une certaine excitation, 
que l'on a enfin inventé le mouvement perpétuel ! Cette conclusion, démentie hélas par 
l'expérience, est également démentie par un raisonnement sur les forces élémentaires de pression 
qui s'appliquent sur le cylindre : chacune de ces forces normales à la surface est concourante ou 

parallèle à ∆ (respectivement pour les forces s'appliquant sur la surface cylindrique et sur les deux 



 

 35

sections fermant le cylindre), elles ont donc toutes un moment nul par rapport à ∆, et le cylindre 
ne doit donc pas tourner ! 

Ce paradoxe (apparent) célèbre rappelle que le théorème d'Archimède n'est applicable que 
lorsque l'objet immergé peut être remplacé, sans perturber les fluides entourant l'objet, par des 
fluides qui seraient à l'équilibre mécanique. Or, il est clair ici que cette condition ne peut être 
remplie : dans le cas envisagé, l'interface entre l'eau et l'air n'est pas horizontale ! En conclusion, 
hormis le cas trivial d'un objet complètement immergé dans un seul fluide connexe, il sera 
toujours prudent, avant de faire appel à Archimède, de vérifier que l'on peut effectivement 
remplacer l'objet par des fluides en équilibre ! 

 

2 – Equation d’Euler, applications : 

Dans un référentiel galiléen (R), la relation fondamentale de la dynamique appliquée à une 

particule de fluide de masse dm dont on suit le mouvement et soumise aux forces dF
r
 s’écrit :  

Dv
dm dF

Dt
=

r
r
 

Or :  

• 
2

( . ) ( )
2

Dv v v v
v grad v grad rot v v

Dt t t

 ∂ ∂
= + = + + ∧ 

∂ ∂  

r r ruuuuur uuuuur uuurr r r r
 

• 
v

dF gradP d f dτ τ= − +
uuuuur rr

 

• dm dµ τ=  

D’où l’équation d’Euler :  

( . )
v

v
v grad v gradP f

t
µ µ

∂
+ = − +

∂

r uuuuur uuuuur rr r
 

Ou encore : 

2

( )
2

v

v v
grad rot v v gradP f

t
µ µ µ

 ∂
+ + ∧ = − + 

∂  

r uuuuur uuur uuuuur rr r
 

 

Applications :  

• Exemple des écoulements géostrophiques :  

On considère un point O de latitude λ à la surface de la Terre et un repère (Oxyz) du référentiel 

terrestre (R). Le référentiel terrestre est en rotation avec un vecteur 
SN

uΩ = Ω
r r

 dirigé par l’axe 

Sud – Nord par rapport au référentiel géocentrique galiléen. Il apparaît donc dans le référentiel 
terrestre des forces de Coriolis et des forces d’inertie d’entraînement. Rappelons que par 
définition du poids, les forces d’inertie d’entraînement sont incluses dans le poids que nous 

supposerons décrit par un champ de pesanteur 
z

g gu= −
r r

 localement uniforme. On va chercher 

un critère pour pouvoir négliger tous les termes contenant la vitesse dans l’équation d’Euler sauf 
celui dû aux forces de Coriolis. Pour cela on se donne une vitesse caractéristique v, une échelle 

spatiale caractéristique L et une durée caractéristique d’évolution τ pour le champ des vitesses de 
telle sorte que :  
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( . ) ( / )v grad v v v L v

v Lv

µ µ

µµ
≈ ≈

Ω ΩΩ ∧

uuuuurr r

r r  

( / ) 1

v

vt

vv

µ
µ τ

µ τµ

∂

∂
≈ ≈

Ω ΩΩ ∧
r r  

λ 

y 

O 

 
Ω
r

 

z 

 

Ainsi, pour des vents tels que 10,1 .v m s−≈  évoluant sur une durée τ supérieure à dix jours sur 

des échelles spatiales de l’ordre d’au moins cinquante kilomètres, on a, avec 5 17.10 .rad s− −Ω =  : 

2 1
( . )

3.10 10

v
v grad v t

et
v v

µµ

µ µ

− −

∂

∂
< <

Ω ∧ Ω ∧

uuuuurr r

r rr r  

Ceci permet de négliger l’accélération et d’écrire l’équation d’Euler sous la forme simplifiée :  

2 0gradP g vµ µ− + − Ω ∧ =
uuuuur rrr r

 

 

• Cas des vents horizontaux :  

On suppose désormais que le mouvement vertical est négligeable. Le terme de Coriolis s’écrit 
alors :  

2 sin0

2 cos 2 sin

sin 2 cos

y

ic
x

x

v
dF

v
d

v

µ λ

µ λ µ λ
τ

λ µ λ

Ω 
 

= − Ω ∧ − Ω 
 Ω Ω 

 

La composante verticale de la force de Coriolis est négligeable devant le poids, de telle sorte que 
l’équation d’Euler projetée sur la verticale conduit seulement à la relation de la statique des 

fluides, /P z gµ∂ ∂ = − . En définitive, en notant / / sin
z z z
u uλΩ = Ω = Ω

r r r
, l’équation d’Euler dans 

le plan horizontal s’écrit vectoriellement :  

/ /2gradP vµ= − Ω ∧
uuuuur r r
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• Allure des lignes de courants :  

Pour comparer les lignes de courant définies par ( ) 0d OM v∧ =
uuuur rr

 et les isobares définies par :  

. ( ) 0dp gradP d OM= =
uuuuur uuuur

 

On prend le produit scalaire de l’équation précédente par ( )d OM
uuuur

 : 

/ / / /( ). 2 ( ). ( ) 2 ( , , ) 2 sin .( ( ) )
z

dp d OM grad p v d OM v OM u d OM vµ µ µ λ= = − Ω ∧ = − Ω = Ω ∧
uuuur uuuuur uuuur uuuur uuuurr rr r r r

 

Ainsi le long d’une isobare on a dp = 0 et donc le vecteur ( )d OM v∧
uuuur r

 qui est parallèle à 
z

u
r
 doit 

être nul afin d’avoir une ligne de courant. On montre donc que les isobares sont aussi lignes de 
courant. 

 

A 

P1 

P2 

P3 

 
Sens de rotation des vents autour d’un anticyclone (P3 < P2 < P1)  

dans l’hémisphère Nord. 

En outre, au voisinage d’un anticyclone (A) dans l’hémisphère Nord (sinλ > 0), on dp < 0 

lorsqu’on s’éloigne du centre et la relation ci – dessus impose que le trièdre ( , ( ), )
z

u d OM v
uuuurr r

 soit 

indirect : donc le vent tourne dans le sens des aiguilles d’une montre autour d’un anticyclone dans 
l’hémisphère Nord. Le sens de rotation est inversé pour une dépression dans l’hémisphère Nord 
car alors dp > 0. Enfin les sens de rotation sont inversés dans l’hémisphère Sud car alors 

sinλ < 0. 

 

• Oscillations d’un fluide dans un tube en U :  

On souhaite étudier les oscillations d'un fluide incompressible dans un tube en U de faible 
section en intégrant l’équation d’Euler le long d’une ligne de courant. On suppose que les 
surfaces libres restent dans les parties rectilignes et verticales du tube. 

 

Solution :  

La cote de la surface libre du fluide dans la branche droite du tube est notée z. Soit s l’abscisse 

curviligne d’un point M du fluide. La vitesse s’écrit ( , ) ( )v M t z t T=
rr

& , où T
r
 est le vecteur unitaire 

tangent à la ligne de courant (voir figure).  
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L’intégrale de l’équation d’Euler s’écrit :  

2( , ) ( , ) 1
. ( , ) ( , ). 0

2

B
B B

Pm
A A

A

v M t v M t
d e M t gradP M t d

t ρ

 ∂
+ + + = 

∂  
∫ ∫

r uuuuurr r
l l  

Soit : 

2 0Lz gz+ =&&  

D’où un mouvement oscillant sinusoïdal de période 2
2

L
T

g
π= . 

La méthode de résolution utilisée ici se généralise et conduit au théorème de Bernoulli. 

 

3 – Relations de Bernoulli, applications : 

On suppose dans la suite que la seule force volumique (autre que les forces de pression) est le 
poids.  

• Cas d’un écoulement parfait, stationnaire, irrotationnel, incompressible et 
homogène :  

L’équation d’Euler devient :  

2

2

v
grad gradP gµ µ

 
= − + 

 

uuuuur uuuuur r
 

En notant : 

( )g grad gzµ µ= −
uuuuurr

          (l’axe (Oz) est orienté vers le haut) 

Alors :  

2

( )
2

v
grad gradP grad gzµ µ

 
= − − 

 

uuuuur uuuuur uuuuur
 

D’où :  
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2

0
2

v
grad gz Pµ µ

 
+ + = 

 

uuuuur r
 

Un champ scalaire dont le gradient est nul est indépendant du point M ; c’est une fonction du 
temps uniquement f(t). Comme l’écoulement est stationnaire, cette fonction est constante :  

21

2
v gz P Cµ µ+ + =         (Théorème de Bernoulli) 

Ainsi, le théorème de Bernoulli affirme que la quantité 21

2
v gz Pµ µ+ +  reste en tout point 

égale à une même constante. 

 

Remarque :  

Dans le CP où v = 0, on retrouve la relation fondamentale de l’hydrostatique des fluides 

( gz P Cµ + = ). On remarque que 21

2
vµ  et gzµ  désignent les énergies volumiques cinétique et 

potentielle (de pesanteur), homogènes à une pression.  

 

• Cas d’un écoulement parfait, stationnaire, incompressible et homogène :  

On renonce à l’hypothèse « écoulement irrotationnel ». Alors :  

2

( )
2

v
rot v v grad gz Pµ µ µ

 
∧ = − + + 

 

uuur uuuuurr r
 

 

Ligne de courant 

B 

z 
zB 

O 

zA 
A 

 
Afin d’éliminer le terme en rotationnel, on multiplie scalairement par dr

r
 et on intègre le long 

d’une ligne de courant entre deux points A et B : 

2

( ). .
2

B B

A A

v
rot v v dr grad gz P drµ µ µ

 
∧ = − + + 

 
∫ ∫

uuur uuuuurr r r r
 

En tout point, dr
r
 est parallèle au champ des vitesses : le terme ( ).rot v v dr∧

uuur r r r
 est donc nul. 

Ainsi : 

2

. 0
2

B

A

v
grad gz P drµ µ

 
+ + = 

 
∫

uuuuur r
 

Soit :  

2 21 1

2 2
A A A B B B

v gz P v gz Pµ µ µ µ+ + = + +  
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Ainsi, l’abandon de l’hypothèse « écoulement irrotationnel » restreint le théorème de Bernoulli 
aux points A et B d’une même ligne de courant. 

 

• Cas d’un écoulement parfait, non stationnaire, irrotationnel, incompressible et 
homogène :  

L’équation d’Euler devient :  

2

( )
2

v v
grad gradP grad gz

t
µ µ µ

 ∂
+ = − − 

∂  

r uuuuur uuuuur uuuuur
 

Soit :  

21

2

v
grad v P gz

t
µ µ µ

∂  
= − + + 

∂  

r uuuuur
 

Comme 0rot v =
uuur rr

, on peut définir un potentiel des vitesses tel que v grad= Φ
uuuuurr

. Alors, avec : 

( )
v

grad grad
t t t

∂ ∂ ∂Φ 
= Φ =  

∂ ∂ ∂ 

r uuuuur uuuuur
 

Il vient :  

21
0

2
grad v P gz

t
µ µ µ

∂Φ 
+ + + = 

∂ 

uuuuur r
 

Soit une généralisation du théorème de Bernoulli dans le cas non stationnaire :  

21
( )

2
v P gz f t

t
µ µ µ

∂Φ
+ + + =

∂
       (fonction du temps uniquement) 

 

• Interprétation énergétique du théorème de Bernoulli :  

On se place dans le cas d’un écoulement parfait, stationnaire, irrotationnel, incompressible et 
homogène. Alors :  

21

2
v gz P Cµ µ+ + =  

En multipliant par le volume dτ d’une particule de fluide :  

21

2
d v d gz P d Csteµ τ µ τ τ+ + =  

On reconnaît :  

• d gzµ τ  : énergie potentielle de pesanteur de la particule de fluide. 

• 21

2
d vµ τ  : énergie cinétique de la particule de fluide. 

• P dτ  : énergie potentielle associée aux forces de pression. 

Le théorème de Bernoulli, plus général que la simple conservation de l’énergie mécanique d’un 
point matériel dans un milieu non continu, est un cas particulier du 1er principe :  
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, ,( )
c macro p macro

d U E E P d Qτ δ+ + = − +  

Avec 0dU Qδ= =  : les hypothèses implicites de l’application du théorème de Bernoulli sont les 

aspects isothermes et adiabatiques de l’évolution. En effet, pour un fluide parfait, l’énergie interne 
ne dépend que de la température. Par ailleurs, l’aspect adiabatique de la transformation ne pose 
pas de problème particulier ; en l’absence de transfert thermique en provenance de l’extérieur du 
fluide, il n ‘y a pas de production de chaleur au sein même d’un fluide non visqueux. 

 

Applications :  

• Ecoulement permanent et lent d’un fluide compressible :  

Peut-on appliquer le théorème de Bernoulli sous sa forme la plus simple à un fluide compressible 
comme l’air ? On rappelle la définition du coefficient de compressibilité :  

1 1
( )

T

T

V dV
à T cste

V P V dP
χ

∂ 
= − = − = 

∂ 
 

Il peut encore s’écrire en fonction de la masse volumique : 
m

V
µ
 

= 
 

 

1
T

d

dP

µ
χ

µ
=  

On suppose qu’il est possible de négliger les variations de µ  pour un écoulement permanent où 

la vitesse varie entre 0 et vmax. D’après le théorème de Bernoulli (en l’absence de variation de la 
cote z), la pression varierait entre Pmin et Pmax avec :  

2

max
max min min

2

v
P P P P µ= + ∆ = +  

Une telle variation de pression est compatible avec l’hypothèse si la variation de µ  qui lui est liée 

est faible en valeur relative, soit si :  

2
2 2max

max

2

2
T T

T

v
P soit vµ χ µ χ µ µ

χ µ
∆ ≈ ∆ = << <<  

Or, 
1

c
µχ

=  correspond à l’ordre de grandeur de la vitesse du son dans le fluide, par 

conséquent, en ordre de grandeur :  

maxv c<<  

Il est donc possible d’appliquer la relation de Bernoulli la plus simple (écoulement parfait 
stationnaire, homogène et irrationnel) :  

21

2
v gz P Cµ µ+ + =  

à un fluide compressible, dans la mesure où la vitesse d’écoulement reste très inférieure à la 
vitesse de propagation du son dans ce fluide. 
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• Jet homocinétique à l’air libre : 

On considère l’écoulement stationnaire d’un fluide incompressible sous forme :  

* d’un jet libre, c’est-à-dire sans aucun contact avec une surface rigide ou un autre fluide ; 

* de vitesse constante 
x

v v u=
r r

. 

Ce jet est dit homocinétique. 

 

xv vu=
r r

 

Jet homocinétique  

On suppose que les seules forces intervenant sont les forces de pression ; la relation de Bernoulli 
s’écrit, dans tout le jet : 
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21

2
v P csteµ + =  

La vitesse étant la même en tout point du jet, il en est de même de la pression. Aux bords du jet, 
au contact de l’atmosphère, la pression vaut P0. C’est donc la pression en tout point du jet. 

Dans un jet homocinétique à l’air libre, la pression est uniforme et égale à celle existant dans le 
milieu extérieur. On admettra ce résultat pour tout jet à l’air libre. 

 

• Le phénomène de Venturi : 

Un écoulement stationnaire homogène incompressible et soumis aux seules forces de pression, 
est limité par une conduite de section variable. Le problème est unidimensionnel : toutes les 
grandeurs ont une valeur uniforme sur une section droite de la conduite. 

La conservation du débit volumique Dv entre les deux sections d’aires SA et SB donne :  

A A B B
v S v S=           soit          

A B
v v<  

 

 

L’application du théorème de Bernoulli entre deux points A et B situés sur une même horizontale 
donne :  

2 21 1

2 2
A A B B

v P v Pµ µ+ = +  

On en déduit que 
A B

P P>  : les régions de faible section, donc de grande vitesse, sont aussi des  

régions de basse pression (effet Venturi). 

Dans les tubes verticaux, le fluide est immobile et les hauteurs de liquide mesurent les pressions 
PA et PB :  

A atm A B atm B
P P gh et P P ghµ µ= + = +  

On en déduit la différence de pression :  

( )
A B A B

P P g h hµ− = −  

On peut ensuite en déduire le débit volumique dans la conduite, en calculant préalablement vA :  

2

2 2 2 2 2
( ) 2 ( )A

A B A A B A A B

B

S
v v v v P P g h h

S µ

 
− = − = − = − − 

 
 

D’où :  
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2

2 2
2 ( )B

A A B

A B

S
v g h h

S S
= −

−
 

Et le débit volumique Dv vaut :  

2

2 2
2 ( )B

v A A A A B

A B

S
D S v S g h h

S S
= = −

−
 

Le tube de Venturi peut ainsi servir de débitmètre. 

Remarque : l’effet Venturi reste bien vérifié par un gaz compressible comme l’air, tant que sa 
vitesse reste inférieure à la vitesse de propagation du son. 

 

Autre conséquence de l’effet Venturi (balle de ping-pong dans un flux d’air) :  

Dans le cas où la balle est tout près de l’entonnoir, la vitesse de l’air au voisinage des points 
proches (B et C sur la figure) est supérieure à la vitesse au sommet de la balle (par exemple, au 
point A). Par le théorème de Bernoulli, la pression en B et en C est inférieure à la pression en A. 
La résultante des forces de pression sera dirigée vers le bas et aura donc tendance à « plaquer » la 
balle contre l’entonnoir.  

Cas où la balle est loin de l’entonnoir : la vitesse de l’écoulement est plus élevée au centre du jet 
d’air qu’aux bords et donc si la balle est décentrée par rapport au jet d’air, la pression du côté du 
centre (A) est plus faible que du côté du bord (B). La résultante des forces de pression est dirigée 
de B vers A, donc aura tendance à ramener la balle au centre du jet d’air. Elle agit comme une 
force de rappel. La balle semble attirée par les régions de l’écoulement où la vitesse est la plus 
rapide. 

 

                         
Balle de ping-pong dans un jet d’air. 

 

 
Lorsque que le jet est vertical (à droite), la balle est maintenue en suspension par une  

force de traînée parallèle à l’écoulement. Si on l’incline (à gauche), la balle reste suspendue grâce  
à une force d’attraction due à la déviation du jet.  
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Autres conséquences de l’effet Venturi :  

 
Effet de sol pour une formule 1 : PA > PB. 

 
Deux bateaux naviguant côte à côte ou amarrés dans un courant. La déflexion des lignes de 
courant entre les navires produit une chute de pression par effet Venturi et les deux bateaux 

éprouvent une force qui les pousse l’un vers l’autre. 

 
De forts vents peuvent être créés par effet Venturi dans les rues aux bâtiments alignés. 
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• Vidange d’un réservoir ; formule de Torricelli : 

En étudiant l’écoulement de l’eau par un orifice de surface S percé dans le bas d’une cuve, 
Torricelli observa que le jet sortait perpendiculairement à la surface S, avec un débit volumique 
Dv(t) proportionnel à S et à la racine carrée de la hauteur d’eau H(t) dans la cuve.  

 

H 

Σ 

S U 

Lignes de 
courant 

 

Comment interpréter ce résultat ? La conservation du débit donne :  

( ) ( )
v

dH
D t SU t

dt
= = −Σ  

où U(t) est la vitesse de sortie dans le jet et Σ la section de la cuve. Comme S << Σ, on en déduit 

que 
dH

U
dt

<<  : on peut se placer en régime quasi-stationnaire en supposant H cste≈  et utiliser 

la relation de Bernoulli en régime stationnaire (voir le 2nd exercice ci – dessous pour la 
justification).  

On se place sur une ligne de courant (voir figure). Le jet d’eau étant à l’air libre, sa pression est 
celle du gaz qui l’entoure, c’est-à-dire la pression atmosphérique P0. Il en est de même pour la 
surface libre dans la cuve. Le théorème de Bernoulli donne alors :  

2

0 0

1

2
P gH P Uµ µ+ = +  

Par conséquent :                                          2U gH=  
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On obtient une loi analogue à la loi de la chute libre dans le champ de pesanteur.  

Ensuite, le jet suit une loi de chute libre avec la vitesse initiale U horizontale, d’où la forme 
parabolique du jet. 

 

1er exercice ; temps de vidange d’un réservoir :  

Le liquide considéré est un fluide parfait en écoulement incompressible.  

 

 

 

 

Solution :  
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• Le tube de Pitot (Ingénieur français, XVIIIème siècle) :  

Remarque ; influence de l’orientation de l’ouverture d’un tube :  

On place deux tubes dans un écoulement liquide, comme précisé sur la figure. 

En A’, la vitesse est celle de l’écoulement, notée v.  

En B’, le fluide est immobile et aucune ligne de courant ne passe.  

Il y a continuité de pression entre les points A et A’ et entre les points B et B’.  

 

 
 

Le théorème de Bernoulli et le principe fondamental de la statique des fluides donne :  
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2

1 2

1

2
A B atm A B

v P P et P P gh P ghρ ρ ρ+ = = − = −  

Par conséquent, la vitesse de l’écoulement est :  

2 12 ( )v g h h= −  

Le choix de l’orientation des tubes permet donc, par une mesure de dénivellation, d’en déduire la 
vitesse du fluide. 

 

Sonde Pitot :  

On place un obstacle dans un écoulement d’air (voir figures).  

On mesure la pression en un point A situé face à l’écoulement et en un point B situé sur le côté. 
Le théorème de Bernoulli donne, en négligeant gzρ  :  

 

Or, la vitesse en A est nulle. On obtient ainsi :  

2( )
A B

B

P P
v

ρ

−
=  

Ainsi, la mesure statique de la différence de pressions (PA – PB) permet d’accéder à la mesure de 

la vitesse au point B, sachant que (on suppose ici que 
liq

ρ ρ>>  :  

'A B D B D C liq
P P P P P P ghρ− = − = − =  

Il vient :  

2 lid
B

v gh
ρ

ρ
=  

 

 
 

A 

B 

B’ 

B 

A 

B’ 

A 

liq 
 

Tube de Pitot pour la mesure de la vitesse d’un écoulement. 
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• Effet Magnus et application aux effets dans les balles de tennis et les ballons de 
foot :  

On se place dans le référentiel barycentrique du ballon : le ballon tourne donc autour d’un axe 
passant par le barycentre de la balle et le fluide se déplace par rapport à ce référentiel. 

Cas du dessin du haut (effet lifté) : en B, la vitesse est inférieure à la vitesse en A (le point B 
« lutte » contre le fluide) ; par conséquent, d’après le théorème de Bernoulli, PB > PA. Il apparaît 
ainsi une résultante des forces de pression verticale et dirigée vers le bas. C’est l’effet Magnus. La 
balle va descendre plus rapidement qu’en l’absence d’effet. 
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Dessin du haut : lift – Dessin du bas : slice 

(Attention, les figures sont tracées dans le référentiel barycentrique de la balle). 

Dans le cas de l’effet slicé, c’est le contraire : la force résultante est vers le haut et la balle aura 
tendance à aller plus loin qu’en l’absence d’effet. 

                        
 

 

 

Exercice sur l’effet Magnus :  
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le potentiel des vitesses en coordonnées cylindriques :  

 

 

 

 

Solution :  
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• Portance des avions :  

Le profil d’une aile est tel que le mouvement de l’air peut être considéré comme la somme d’une 

translation (avec le vecteur vitesse v∞

r
, qui représente la vitesse de l’air loin de l’aile) et d’une 

rotation au voisinage du profil de l’aile. Par conséquent, la vitesse résultante est plus grande sur 

 

 

 
Force de portance d’une aile. 

 

  

 

Intrados 
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Où ρ est la masse volumique du fluide, S l’aire d’une surface de référence de l’obstacle, v∞  la 

vitesse du fluide par rapport à l’obstacle loin de celui – ci, Cy le coefficient de portance et Cx le 
coefficient de traînée.  

Les coefficients Cx et Cy sont des nombres sans dimensions. Ils dépendent de la forme et de 
l’orientation de l’obstacle. Il y a deux façons de les déterminer : en faisant des essais en tunnel et 
par la simulation numérique. Le fait de pouvoir simuler des écoulements en faisant des essais en 
grandeur réduite dans des tunnels ou en soufflerie et la manière d’extrapoler ensuite vers la 
grandeur réelle seront examinés au paragraphe « similarité et nombre de Reynolds ».  

 

 

Sphère :  
Les objets ronds, tels que 

les balles de tennis, 

subissent une traînée 

d’intensité modérée.  

 

 

Aile d’avion :  
La forme d’une aile 

d’avion réduit la traînée. 

 

 

Carré :  
Les objets plats à bords 

carrés subissent une 

traînée de grande 

intensité. 

 

 

IV) Ecoulements d’un fluide réel ; viscosité d’un fluide et nombre de Reynolds : 

1 – Constatations expérimentales : 

La démarche consiste à partir de constatations expérimentales. 

1 – Il existe une force de résistance au cisaillement du fluide. Par exemple, faire glisser deux 
plaques parallèles entourant un fluide nécessite l’apparition d’une force tangente aux plaques. 

2 – A l’interface fluide – solide, 0fluide solidev v− =
rr r
 : par exemple, on constate que la poussière 

reste collée aux pâles d’un ventilateur. 

 

Il faut ainsi tenir compte d’une force de viscosité volumique pour expliquer le résultat (1). 

Tenir compte de (2) implique une modification des conditions aux limites :  
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Dans le cas d’un fluide parfait, il n’y a pas de conditions aux limites particulières pour la vitesse 
tangentielle d’une particule de fluide sur une paroi solide : elle peut, en particulier, être différente 
de 0 (la composante normale sera toujours nulle). 

Pour un fluide visqueux, il faudra par contre écrire la nullité de la composante tangentielle à la 
surface de l’obstacle :  

tan ( / ) 0v fluide paroi =
rr
      (Vitesse tangentielle) 

Il apparaît une couche limite au voisinage de l’interface solide – fluide dans laquelle la vitesse 
tangentielle va progressivement s’annuler.  

  

 

Couche 
limite 

Paroi 

v
r

 

Par ailleurs, la viscosité est un processus dissipatif. Le fluide va perdre de l’énergie lors de son 
mouvement et les particules fluides échangent de la chaleur (processus non adiabatique).  

Finalement, la différence essentielle entre fluide parfait et fluide visqueux apparaît dans l’existence 
de « couches limites » (plus ou moins épaisses) au contact des parois solides. A l’intérieur de ces 
couches, la vitesse tangentielle d’un fluide visqueux passe progressivement d’une valeur nulle (sur 
la paroi) à une valeur prédite de manière acceptable par le modèle du fluide parfait. 

 

En fonction de la portion de paroi considérée, ces couches limites peuvent être laminaires ou 
turbulentes, avec des transitions de l’une à l’autre en des points particuliers. L’importance de la 
traînée dépend fortement de la structure de la couche limite. 

 
Couche limite. A : écoulement parfait autour d’une plaque mince. 
B : écoulement réel ; en pointillés, l’épaisseur de la couche limite. 
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On considère la plaque précédente supposée carrée de côtés L, en mouvement uniforme à la 

vitesse 
x

v vu=
r r

.  

Dans la couche limite, les frottements dominent et le terme de  diffusion de quantité de 
mouvement est prépondérant. En dehors, c’est au contraire le terme de convection qui l’emporte.  

A la surface de la couche limite, ces deux termes seront du même ordre de grandeur, soit :  

( . ) )v grad v vρ η≈ ∆
uuuuurr r r

 

On note δ l’épaisseur de la couche limite et U0 la vitesse du fluide loin de la couche limite :  

2

0( . ) ( )
U

v grad v v v
x L

ρ ρ ρ
∂

≈ ≈
∂

uuuuurr r
 

2 2

0

2 2 2

Uv v
v

x y
η η η

δ

∂ ∂
∆ ≈ + ≈

∂ ∂

r
 

D’où :  

2

0 0

2

0 0

U U L L
soit

L U U

η ν
ρ η δ

δ ρ
≈ ≈ ≈  

Le nombre de Reynolds vaut (voir paragraphe (5)) 0
e

LU
R

ρ

η
= , d’où l’épaisseur de la couche 

limite :  

e

L

R
δ ≈  

Par exemple, pour une aile d’avion :  

1 5 2 1

05 ; 50 . ; 1,5.10 .L m U m s m sν− − −= = =  

Alors, 71,7.10
e

R =  et δ = 1,2 mm. L’épaisseur est très faible et on peut dire que le modèle de 

l’écoulement parfait est valable dans tout l’espace.  

Par contre, si le nombre de Reynolds est faible (< 1 par exemple), alors δ > L : dans ce cas, la 
viscosité est primordiale (écoulement par exemple de miel sur une cuillère). 

 

Sillage :  
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Ecoulement laminaire et écoulement turbulent :  

Lorsque le vecteur vitesse d’un écoulement ( , )v r t
r

 varie erratiquement (d’un point à l’autre à t 

fixé, ou en un point donné en fonction du temps), on dit que l’écoulement est turbulent. La 
vitesse de l’écoulement est généralement « importante ». 

 

Exemples d’écoulements laminaires et turbulents. 

Dans le cas contraire, l’écoulement est qualifié de laminaire : il peut être décrit comme un 
ensemble de lames ou de couches glissant les unes sur les autres. La vitesse de l’écoulement est 
alors « faible ».  
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* Dans la couche limite, l’écoulement peut être laminaire ou turbulent. 

* Dans les écoulements réels, on peut observer un décollement de la couche limite : c’est ainsi 
qu’apparaît le sillage dans l’écoulement autour d’une sphère. Une couche limite turbulente résiste 
mieux au décollement qu’une couche limite laminaire. 

 

Exemple ; les tourbillons marginaux derrière les avions :  

 

 

 
 

 
Allure des tourbillons marginaux 
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2 – Equations du mouvement d’un fluide visqueux incompressible (équation de 
Navier-Stokes) : 

Le principe fondamental de la mécanique appliqué à une particule de fluide et en tenant compte 
de la force de viscosité conduit à l’équation de Navier – Stokes :  
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3 – Exemples de résolution de l’équation de Navier-Stokes : 

a) Ecoulement de Couette plan :  

 

 

 

Solution :  
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b) Ecoulement de Poiseuille :  

En 1835 un médecin français, Poiseuille fit une série d’expériences pour déterminer comment un 
fluide visqueux s’écoule dans un tuyau droit. Son but était de comprendre la dynamique de la 
circulation sanguine chez l’homme sachant que le plasma sanguin se comporte comme un fluide 
newtonien. 

 

 
Le manomètre lit la pression dans la manchette enroulée autour du bras. La petite ampoule de 
caoutchouc pompe de l’air dans la manchette, augmentant la pression, jusqu’à coupure du flux 
sanguin dans l’artère brachiale dans le bras supérieur. La pression est libérée progressivement 

et, à l’aide d’un stéthoscope, on entend le sang lorsqu’il recommence à s’écouler.  
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La tension artérielle varie dans le corps en partie à cause de la pesanteur. 

Un fluide visqueux incompressible de densité ρ s’écoule dans un tube cylindrique de longueur L 
et de rayon R. La pression à l’entrée du tube (z = 0) est PE. La pression à la sortie du tube est PS.  

z 

L 

 

On va calculer les champs des vitesses et de pression à l’intérieur du tube. 

 

 

 

 

 

devient :  
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dont la solution est P(z) = cz + a, avec a une constante d’intégration. Les conditions aux limites 
donnent finalement :  

( ) E S
E

P P
P z P z

L

−
= −  

 

 

 

 

 
et la solution pour le champ des vitesses est :  

2 2( ) ( )
4

E S
z

P P
v r R r

Lη

−
= −  

 
A partir de cette solution, on peut calculer le débit volumique D de l’écoulement (en m 3 .s – 1), en 

notant 
E S

P P P∆ = −  la chute de pression dans le tube :  

 

 

donnée sur la figure. 
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appelée équation de Poiseuille, qui exprimer la chute de pression ∆P dans un tube de longueur L, 

de rayon R, pour un fluide de viscosité η en écoulement stationnaire, en fonction du débit 
volumique D.  

 
Ecoulement de Poiseuille : écoulement dans un cylindre. 

Force de frottement subie par le fluide :  

Sur la paroi du cylindre, la contrainte de viscosité (par unité de surface) a pour expression :  

v z

r R

dv
f u

dr
η

=

 
=  

 

r r
 

C’est la force qu’exerce la paroi sur le fluide qui glisse sur elle. Pour calculer la résultante de ces 
forces de viscosité, on écrit : 

2

E S

r R

P Pdv
R

dr Lη=

− 
= − 

 
 

Puis :  

2(2 )
2

E S
v z z

P P
F R RL u R Pu

L
η π π

η

−
= − = − ∆

r r r
 

L’écoulement étant stationnaire, la quantité de mouvement totale du fluide contenu dans le 
cylindre reste constant au cours du temps, par conséquent :  

Pr Pr
' '

0ession ession v
à l entrée à l entrée

F F F+ + =
rr r r
 

Par conséquent :  

( )2 2 2

Pr Pr
' '

v ession ession e s z z
à l entrée à l entrée

F F F R P R P u R Puπ π π
 

= − + = − − = − ∆ 
 

r r r r r
 

On retrouve bien le résultat précédent. 
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Compléments ; le système cardio – vasculaire humain :  

 

 

 

 

c) Ecoulement entre deux cylindres coaxiaux :  
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4 – Similarité et nombre de Reynolds (Hors programme) :  

a) Introduction :  

On constate que, mis à part les quelques cas que l’on peut résoudre analytiquement, il est très 
difficile de résoudre les équations du mouvement d’un fluide visqueux. 

 

 
Ecoulement autour d’un obstacle. 
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b) Equations normalisées et nombre de Reynolds : 

 

des grandeurs sans dimension. La 1ère étape est de partir de l’équation de Navier – Stokes en 

divisant par ρ sous la forme :  

21 1
( )

2

v
rotv v grad v gradP v

t

η

ρ ρ

∂
+ ∧ + = − + ∆

∂

r uuur uuuuur uuuuurr r r
 

 

 

dynamique 

 

Soit, en faisant intervenir le vecteur tourbillon 
1

( )
2

rot vΩ =
uuurr r

 :  

21 1
2 ( )

2

v
v grad v gradP v

t

η

ρ ρ

∂
+ Ω ∧ + = − + ∆

∂

r uuuuur uuuuurr r r
 

On prend le rotationnel de l’expression précédente. On obtient (sachant que le rotationnel d’un 
gradient est nul) :  

2 2 ( ) ( )rot v rot v
t

η

ρ

∂Ω
+ Ω ∧ = ∆

∂

r
uuur uuurr r r

 

Or :  

( ( )) ( ( ))rot rot v grad div v v= − ∆
uuur uuur uuuuurr r r

 

Soit, avec 
1

( )
2

rot vΩ =
uuurr r

 et ( ) 0div v =
r

 (fluide incompressible) :  

2 ( )rot vΩ = −∆
uuur r r

 

Puis :  

2 ( ( )) ( ) 2 ( )rot rot rot v grad div Ω = − ∆ = Ω − ∆Ω 

uuur uuur uuur uuuuurr r rr
 

La divergence d’un rotationnel étant nul, il vient finalement que :  

( ) 2rot v∆ = ∆Ω
uuur rr

 

Et l’équation de Navier – Stokes devient :  

( )rot v
t

η

ρ

∂Ω
+ Ω ∧ = ∆Ω

∂

r
uuur r rr
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Ce sont des grandeurs sans dimensions. L’équation vérifiée par le vecteur tourbillon devient :  

2

2

1 1 '
' ; ; ' ' '

' '

v v v
v v v

D t D t D D t D t

∞ ∞ ∞
∞

∂ ∂ ∂Ω ∂Ω
∇ = ∇ = Ω = ∇ ∧ = ∇ ∧ = Ω ⇒ =

∂ ∂ ∂ ∂

r r
r r r r r rr r

 

 

2

2

1
( ) ' ( ' ') ' ( ' ')

v v
v v v v

D D D

∞ ∞
∞∇ ∧ Ω ∧ = ∇ ∧ Ω ∧ = ∇ ∧ Ω ∧

r r r r r rr r r
 

 

2 3

1
' '

v v

D D D

∞ ∞∆Ω = ∆Ω = ∆Ω
r r r

 

Alors, en substituant dans l’équation vérifiée par le vecteur tourbillon et en simplifiant par 
2 2/v D∞  :  

'
' ( ' ') ' '

'
v

t Dv

η

ρ ∞

∂Ω
+ ∇ ∧ Ω ∧ = ∆ Ω

∂

r
r r rr

 

 

 

Ainsi, ces équations pour le champ normalisé '
D

v∞

Ω = Ω
r r

 ne dépendent donc que d’un seul 

paramètre, sans dimensions, appelé nombre de Reynolds :  
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e

Dv
R

ρ

η
∞=  

 

c) Ecoulements similaires : 

 

a a a
a

a

D v
R

ρ

η
∞=  

 

 

 

 

Ecoulement autour d’une aile grandeur nature (a) ; écoulement autour d’une aile modèle 

réduit (b) ; écoulement dans l’espace normalisés (c). Les écoulements sont similaires s’ils ont 

le même nombre de Reynolds. 
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En effet, on a montré au paragraphe précédent que ces écoulements, ayant le même nombre de 
Reynolds, étaient décrits par la même équation normalisée.  

En particulier, les lignes de courant seront les mêmes (au facteur de proportionnalité /a b
D D  

près). Une photographie instantanée des lignes de courant de l’écoulement (b) est identique à 
celle de l’écoulement (a).  

Supposons que l’on mesure une force bF
r

 (par exemple, une force de portance et de traînée sur 
une aile) exercée par le fluide (b) sur l’obstacle « modèle réduit ». Quelle est la force que l’on peut 

prédire pour aF
r

 dans le cas (a) « grandeur nature » ? 
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Le but des essais en tunnel aéro/hydro-dynamique (ou des simulations numériques) est d’obtenir 
ces coefficients Cx et Cy en fonction des paramètres : nombre de Reynolds Re, angle d’incidence i 
et forme de l’objet. Une fois les Cx et Cy connus, les expressions précédentes permettent de 
prédire quelles seront les forces dans le cas « grandeur nature ».  

Compléments ; régimes d’écoulement dans un canal et nombre de Froude :  

Le nombre de Froude, de l'hydrodynamicien anglais William Froude, est un nombre 
adimensionnel qui caractérise dans un fluide l'importance relative des forces liées à la vitesse et à 
la force de pesanteur.  

Ce nombre apparaît essentiellement dans les phénomènes à surface libre, en particulier dans les 
études de cours d'eau, de barrages, de ports et de navires (architecture navale). Il est également 
important dans la météorologie pour l'écoulement en montagnes. 

Si le fluide ne peut être assimilé à un fluide parfait, il faut aussi prendre en compte le nombre de 
Reynolds. 

Le nombre de Froude Fr pour un canal rectangulaire est défini par : 

r

v
F

gh
=  

où v est la vitesse de l'écoulement, g l'accélération de la pesanteur et h une dimension linéaire 
caractéristique du phénomène. 

 

Exemple :  

L’eau est assimilée à un fluide parfait, incompressible, de masse volumique ρ. Elle s’écoule dans 
un canal de section droite rectangulaire, de largeur l  constante et de profondeur h.  

La surface libre est en contact avec l’air atmosphérique à la pression P0. L’écoulement est supposé 
permanent, irrotationnel et de direction horizontale (x’x). Le champ de pesanteur est uniforme. 

a) Montrer que la quantité : 

2

2

v
H h

g
= +  

est constante le long de l’écoulement. 

b) On note v
q

σ =
l
 le débit volumique par unité de largeur. Exprimer σ(h) et mettre en évidence, 

pour un débit donné, l’existence de deux régimes d’écoulements possibles.  

On introduit le nombre de Froude : 



 

 73

r

v
F

gh
=  

L’écoulement est dit fluvial ou torrentiel selon que Fr est inférieur ou supérieur à 1.  

Identifier les deux régimes d’écoulement obtenus à la question précédente.  

Interpréter énergétiquement Fr. 

 

Solution : 

a) On peut appliquer le théorème de Bernoulli (écoulement stationnaire, incompressible, 
irrotationnel) :  

21

2
P v gz csteρ ρ+ + =  

On choisit l’origine de l’axe vertical (orienté vers le haut) au fond du canal. Par conséquent, en 
notant h0 la profondeur pour x = 0 (au début du canal) : 

2 2

0 0 0 0

1 1

2 2
P v gh P v ghρ ρ ρ ρ+ + = + +  

Soit :  

2 2

0 0

1 1

2 2
v h v h H

g g
+ = + =  

On remarque que gH représente la somme de l’énergie cinétique massique et de l’énergie 
potentielle massique de pesanteur.  

b) En une abscisse x donnée, la vitesse est uniforme. Le débit volumique par unité de largeur est 
alors :  

1
( ) 2 ( )v

q
vh vh h g H hσ = = = = −l

l l
 

L’allure du débit en fonction de h est donnée sur la figure.  

σ 

h1 h2 
 

Le maximum de σ vaut 

3/2

max

2

3

H
gσ

 
=  
 

 et il est obtenu pour 
2

3
m

h H= .  

On voit que pour un débit donné (plus petit que σmax) va correspondre deux valeurs de 
profondeurs h1 et h2 et donc deux valeurs de vitesse :  



 

 74

1 1 2 22 ( ) 2 ( )v g H h et v g H h= − = −  

Le couple (v1,h1) correspond à Fr > 1 : régime torrentiel (grande vitesse, faible profondeur) 

Le couple (v2,h2) correspond à Fr < 1 : régime fluvial (faible vitesse, grande profondeur) 

On remarque que :  

2 2
2 / 2

2 2
r

v v énergie cinétique massique
F

gh gh énergie potentielle massique de pesanteur

ρ

ρ
= = =  

Ainsi, pour un cours d'eau, un même débit peut être obtenu de deux façons différentes : 

Fr > 1 : régime torrentiel, avec une faible hauteur d'eau et une forte vitesse (équivalent d'un 
régime supersonique). Dans ce régime, le fluide est "tiré" par les forces qui le meuvent (la gravité 
le plus souvent), sans que la masse de fluide en avant soit une gène. 

Fr < 1 : régime fluvial, avec une forte hauteur d'eau et une faible vitesse (équivalent d'un 
écoulement subsonique). Ce régime est "piloté par l'aval" : le comportement des particules en 
mouvement est contraint par celles qui les précèdent. 

 

5 – Autre définition du nombre de Reynolds et interprétation : 

La complexité de l’équation de Navier-Stokes :  

 

est due essentiellement à deux termes :  

• Le terme de convection de quantité de mouvement ( . )v grad vρ
uuuuurr r

, qui rend l’équation non 

linéaire. 

• Le terme de diffusion visqueuse vη∆
r
dû au transfert de quantité de mouvement, qui 

introduit des dérivées du second ordre. 

On considère un écoulement dont les paramètres sont ∞v  (vitesse du fluide loin de l’obstacle) et 

D une taille caractéristique (la longueur de l’obstacle, par exemple). L’ordre de grandeur du 
rapport du terme convectif sur le terme de diffusion vaut : 

2

2

( . )
v

v grad v DvD
vv

D

ρρ ρ

η ηη

∞

∞

∞

≈ =
∆

uuuuurr r

r  

Avec 
η

ν
ρ

=  (viscosité dynamique du fluide) :  

( . )

e

v grad v Dv
R

v

ρ

η ν
∞≈ =

∆

uuuuurr r

r  

On retrouve l’expression du nombre de Reynolds Re défini précédemment.  

L’expérience montre que si Re < 2 000, l’écoulement est laminaire alors que si Re > 2 000, il 
devient facilement turbulent. 
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Re > 4 000 : écoulement turbulent 

Re < 2 000 : écoulement laminaire 

2 000 < Re < 2 000 : écoulement instable, entre le régime laminaire et le régime 

turbulent 

 

Pour un nombre de Reynolds élevé, les transferts de quantité de mouvement par convection sont 
plus importants que ceux par diffusion ; cela signifie que le temps caractéristique associé à ces 
transferts par convection est plus court que celui par diffusion. Tout se passe comme si la 
viscosité du fluide était nulle. Le fluide a un comportement de fluide parfait et son mouvement 
est régi par l’équation d’Euler : 

( . )
v

v
v grad v gradP f

t
µ µ

∂
+ = − +

∂

r uuuuur uuuuur rr r
 

L’épaisseur de la couche limite 
e

L

R
δ ≈  est alors faible. 

Pour un nombre de Reynolds faible, les transferts de quantité de mouvement par diffusion sont 
plus importants que ceux par convection ; le temps caractéristique associé à ces transferts par 
diffusion est plus court que par convection. L’équation de Navier-Stokes devient alors : 

v

v
gradP f v

t
µ η

∂
= − + + ∆

∂

r uuuuur r r
 

Les écoulements dominés par la viscosité sont toujours des écoulements très lents avec une 
longueur caractéristique très courte (sève dans les pores des arbres) ou impliquant des fluides très 
visqueux (écoulements de lave). 
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Exemples d’écoulements laminaires ou turbulents selon la valeur du nombre de Reynolds. 

Le terme convectif est non linéaire : l’apparition de turbulences a lieu pour des nombres de 
Reynolds élevés, donc lorsque le terme non linéaire l’emporte nettement sur le terme linéaire (dû 
à l’aspect diffusif de l’écoulement, c’est-à-dire à la viscosité). C’est donc bien l’aspect non linéaire 
de l’écoulement qui favorise les turbulences.  

 

6 - Ecoulement autour d’une sphère :  

Un fluide exerce sur une sphère en mouvement une force opposée à sa vitesse, appelée 

« traînée ». On note µ  la masse volumique du fluide, η sa viscosité, r le rayon de la sphère et v
r
 

sa vitesse.  

 
Evolution du Cx en fonction du nombre de Reynolds (échelle logarithmique). 

* Si 1
e

R <  : la force de traînée est donnée par la formule de Stokes :  

6F r vπη= −
r r

 

C’est la force traditionnelle de frottement fluide, proportionnelle à la vitesse et de sens opposé à 
celle – ci.  

* Si 3 610 10
e

R< <  : la force de traînée est donnée par :  
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21

2
x

F C r vvµπ= −
r r

 

où Cx est le coefficient de traînée (sans dimension), qui dépend de la texture de la sphère. On 
retrouve une force de frottement de type quadratique (proportionnelle au carré de la vitesse).  

* En dehors de ces deux domaines, il n’existe pas de loi simple donnant l’expression de la force 
de traînée. 

* La seconde formule se généralise pour tout type d’objet :  

1

2
x

F C S vvµ= −
r r

 

où S est la surface de l’objet projetée dans un plan perpendiculaire à la vitesse.  

* Lorsque le nombre de Reynolds augmente, il apparaît un sillage derrière la sphère, constitué 

d’abord de tourbillons, puis devenant turbulents pour 310
e

R > . Un sillage turbulent dissipe 

beaucoup plus d’énergie. 

* Pour 610
e

R = , la taille du sillage diminue fortement, entraînant une chute du coefficient de 

traînée. Voici pourquoi une balle de golf est bosselée.  

  

                    

En effet, dans les conditions d’utilisation, le nombre de Reynolds d’une balle de golf est supérieur 
à 10 6 . Les balles de golf sont bosselées de façon à augmenter les turbulences, pour leur permettre 
d’aller plus loin. Ainsi, dans les mêmes conditions de lancement, une balle de golf peut atteindre 
une distance de 150 m, alors que cette distance ne serait que de 100 m avec une balle lisse.  

Les irrégularités permettent d’obtenir autour de la sphère une couche limite turbulente alors que 
celle – ci est laminaire pour une surface lisse. Lorsque la couche limite est turbulente, la résistance 
au mouvement est plus faible.  
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Description qualitative de l’écoulement autour d’une sphère :  

                  
A gauche : pour un nombre de Reynolds faible, l’écoulement est laminaire et quasi-linéaire. 

A droite : le tourbillon apparaissant derrière la sphère est torique. 

 

         
A gauche : quand Re augmente, le tourbillon finit par occuper la partie aval de la sphère. 

A droite : le tourbillon torique précédent se détache en prenant une forme hélicoïdale. 

 

                       

A gauche : l’écoulement n’est plus régulier. La couche limite est laminaire, mais une zone turbulente se 
développe derrière la sphère. Le point de décrochement de la couche limite est situé « en avant ».  

A droite : la couche limite laminaire précédente est devenue turbulente ; elle se décroche à « l’arrière » de la 
sphère. Le sillage est réduit et la résistance moindre. 

 

Exercice ; écoulement non stationnaire autour d’une sphère :  
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Solution :  
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V) Bilans dynamiques et thermodynamiques : 

1 – Système fermé, système ouvert : 

• Système fermé : il est constitué d’une quantité de matière déterminée que l’on suit dans 
son mouvement ; la surface (S) qui le délimite peut se déformer et se déplacer dans le 
référentiel d’étude. 

• Système ouvert : on raisonne sur des « surfaces de contrôle » (S), délimitant des volumes 
de contrôles (V), fixes dans le référentiel choisi ; il peut alors y avoir un flux de matière à 
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travers la frontière du système entre l’intérieur et l’extérieur. Ces systèmes sont bien 
adaptés à la méthode eulérienne.  

 

2 – Bilans d’énergie interne et d’enthalpie (exemple du moteur à réaction) :  

Dans un moteur à réaction, un gaz (assimilé à l’air supposé parfait) parcourt un cycle que l’on 
considérera tout d’abord comme étant réversible. Il pénètre dans le réacteur à la pression P1 et à 
la température T1 (état (1)). Il est ensuite comprimé adiabatiquement jusqu’à la pression P2 et la 
température vaut alors T2 (état (2)). Il rentre alors dans une chambre de combustion où sa 
température passe de T2 à T3, la pression restant égale à P2 (la sortie de la chambre de combustion 
est représentée par l’état (3)). Le gaz subit ensuite une détente adiabatique dans une turbine 
jusqu’à P4 et T4 (état (4)). Cette détente est telle que la puissance fournie à la turbine compense 
exactement celle que consomme le compresseur entre les états (1) et (2). Enfin, le gaz se détend 
dans une tuyère adiabatique sans parties mobiles jusqu’à P1 et T5 (état (5)). Le gaz est rejeté avec 
la vitesse c (ce qui assure la propulsion) dans l’atmosphère extérieure où il se refroidit à la 
pression constante P1 de T5 à T1. On considère que la vitesse du gaz est partout négligeable sauf à 
la sortie de la tuyère.  

Etage
compresseur

Chambre de
combustion

Etage
turbine-tuyère

Tuyère
 

Données numériques : K290T1 = , bar1P1 = , 5P/P 12 = . La température du gaz à l’entrée de la 

turbine est K3001T3 = . L’air est considéré comme étant un gaz diatomique de masse molaire 
1mol.g29M −= . La constante R des gaz parfaits vaut 11 mol.K.J31,8R −−= .  

Les applications numériques demandées sont relatives à l’unité de masse (ici, 1 kg) et les 
grandeurs extensives correspondantes seront notées par des lettres minuscules (sm pour 
l’entropie, hm pour l’enthalpie, ecm pour l’énergie cinétique macroscopique,…).  

L’unité de masse d’air qui rentre dans le compresseur ne reçoit, de la part de celui-ci, qu’un travail 
mécanique noté wm (avec 0w m > ).  

On considère à l’instant t le système fermé constitué du gaz compris dans le compresseur et de la 
masse dm de gaz (dans l’état P1 et T1) qui va rentrer, pendant l’intervalle de temps dt, dans le 
compresseur. A l’instant t + dt, ce système est constitué de la même quantité de gaz comprise 
dans le compresseur et de la même masse dm de gaz qui est sortie, étant désormais dans les 
conditions P2 et T2.  

Le 1er principe appliqué à ce système (en négligeant l’énergie cinétique macroscopique) s’écrit : 

( ) ( ),2 ,1

1 ,1 2 ,2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

gaz danslecompresseur m gaz danslecompresseur m

m m m

U dm u U dm u

P dmv P dm v dm w

+ − +

= − +
 

Avec :  
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• 
gaz dans lecompresseur

U , l’énergie interne du gaz constamment contenu dans le compresseur ; elle est 

constante en régime stationnaire. 

Compresseur

Gaz en écoulement

P1   T1 P2   T2

Masse dm à l’instant t

A

B

A’

B’

Masse dm à l’instant t + dt

 

• um,1 et um,2 désignent les énergies internes massiques et vm,1 et vm,2 les volumes massiques de l’air 
dans les états (1) et (2) respectivement.  

• la quantité 1 ,1 2 ,2( ) ( )
m m

P dmv P dmv−  représente le travail des forces de pressions extérieures au 

système, à l’entrée et à la sortie de la machine (encore appelé travail de transvasement).  

• Enfin, le transfert thermique reçu par le système est nul puisque, d’une part, le compresseur est 
calorifugé et, d’autre part, il n’y a pas de transfert de chaleur par conduction entre la masse qui 
rentre ou qui sort de la machine et son environnement immédiat puisque les températures sont 
identiques (et égales à T1 ou T2).  

En remarquant que 
m m m

h u Pv= +  représente l’enthalpie massique, on aboutit finalement au 

bilan énergétique suivant :  

,2 ,1m m m
h h w− =  

Le bilan énergétique dans la tuyère s’écrit maintenant, puisque l’énergie cinétique macroscopique 
en sortie ecm,5 n’est plus négligeable (et avec des notations semblables à celles de la question (2)) :  

( ) ( ),5 ,5 ,4

4 ,4 1 ,5

( ) ( ) ( )

( ) ( )

gaz dansla tuyère m cm gaz dans la tuyère m

m m

U dm u dm e U dm u

P dm v P dm v

+ + − +

= −
 

Soit, finalement :  

( ),5 ,4 ,5 0
m m cm

h h e− + =      d’où     ( ) ( ),5 ,5 ,4 5 4

7

2
cm m m

e h h r T T= − − = − −  

 

D’une manière générale (en régime permanent) :  

, ,m c macro p ext m th
h e e w q∆ + ∆ + ∆ = +  
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3 – Bilans de quantité de mouvement :  

a) Force subie par un coude de canalisation :  

De l’eau de masse volumique µ coule en régime stationnaire avec un débit massique Dm dans une 
canalisation horizontale de section constante S faisant un coude d’angle droit. On néglige la 
pesanteur et l’écoulement est supposé parfait.  
Loin du coude en amont, la pression est uniforme et vaut P1 et l’écoulement est unidimensionnel 

de vitesse 1 x
v u
r
. Loin du coude en aval, la pression uniforme vaut P2 et la vitesse 2 y

v u
r
. 

 
 

P2 

P1 

x 

y 

V1 

V2 

F 

 
 

• Calculs de v2 et de P2 :  

On raisonne sur le système fermé suivant : le contenu de tube coudé et une masse δm1 qui rentre 
en amont entre les instants t et t + dt. La conservation de la masse donne :  

1 2( ) ( )m t m m t dt mδ δ+ = + +  

où m(t) et m(t + dt) désignent la masse de fluide dans le tube aux instants t et t + dt. 

Par ailleurs, 1 1 2 2m Sv dt et m Sv dtδ µ δ µ= = , ainsi :  

1 2( ) ( ) ( )m t dt m t S v v dtµ+ − = −  

L’écoulement est ici stationnaire (m(t + dt) = m(t)), par conséquent :  

1 2 1 2( ) 0S v v dt soit v vµ − = =  

Le théorème de Bernoulli (valable ici car l’écoulement est stationnaire, parfait, incompressible, 
homogène) donne (le tube est horizontal !) :  

2 2

1 1 2 2 1 2 0

1 1

2 2
v P v P soit P P Pµ µ+ = + = =  

 

• Calcul de la force subie par la canalisation (bilan de quantité de mouvement) : 

La force F
r
 exercée par l’eau sur la canalisation est égale à l’opposée F−

r
 de la force exercée par 

la canalisation sur l’eau. En l’absence de viscosité, il s’agit aussi de la résultante des forces de 
pression sur la paroi latérale (T) de la canalisation. Un bilan de quantité de mouvement sur l’eau 
contenue dans la canalisation permet de calculer cette force.  
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On considère le même système fermé que précédemment, entre les instants t et t + dt.  

La variation de quantité de mouvement de ce système vaut :  

[ ]2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )
y x

Dp p t dt m v u p t m v uδ δ = + + − + 
r r r r r

 

En régime stationnaire, ( ) ( )p t dt p t+ =
r r

 et 1 2 1 2( )m m Svdt v v vδ δ µ= = = = , par conséquent :  

2 ( )
y x

Dp
Sv u u

Dt
µ= −

r
r r

 

Le fluide est soumis aux forces : le poids (négligé), à la force F−
r
 et aux forces de pression à 

l’entrée ( 0 x
P Su

r
) et à la sortie ( 0 y

P Su−
r
) du tube. 

Le théorème de la résultante cinétique donne : 

2

0( ) ( )
y x x y

Dp
Sv u u F P S u u

Dt
µ= − = − + −

r
rr r r r

 

On en déduit la force exercée par l’eau sur la canalisation :  

2

0( )( )x yF P S Sv u uµ= + −
r r r

 

La direction de la force était attendue ; cette force est la résultante des forces de pression exercées 
par l’eau sur la canalisation. Sa direction et son sens montrent qu’au voisinage du coude, il existe 
une surpression sur le bord extérieur de la canalisation par rapport au bord intérieur 

 

b) Poussée d’une fusée et chariot qui perd son chargement : 

 

 

 



 

 85

 

 

 

Voir exercices (notamment l’exercice : « Il pleut sur un chariot »). 

 

4 – Retour sur l’écoulement de Poiseuille cylindrique :  

On applique le TRC au système constitué du fluide contenu dans le cylindre de rayon r < R à 
l’instant t et de la masse dm1 qui y rentre entre t et t + dt. A l’instant t + dt, ce système est 
constitué du fluide contenu dans le cylindre de rayon r à t + dt et de la masse dm2 qui en sort 
entre t et t + dt. 

Si l’on se place dans le cadre du régime permanent, la variation de quantité de mouvement du 
système est alors simplement nulle. 

Le bilan des forces s’écrit alors :  

2 2( ) 2 0e z s z z

dv
P r u P r u rLu

dr
π π η π

 
− + = 

 

rr r r
 

D’où :  

2

e s
P Pdv

r
dr Lη

−
= −  

Par intégration, en tenant compte de v(R) = 0 :  

2 2( ) ( )
4

e s
P P

v r R r
Lη

−
= −  

On retrouve bien l’expression de la vitesse de l’écoulement obtenue à partir de l’équation de 
Navier – Stockes. 

On peut, par un raisonnement énergétique, déterminer la puissance des forces de viscosité qui 
s’applique sur la conduite.  

En régime permanent, la variation d’énergie cinétique du système précédent est nulle, par 
conséquent, en termes de puissance :  

cos 0
forces de pression vis ité

P P+ =  

Soit :  

cos 0
e s vis ité

P vS P vS P− + =  

D’où :  

cos ( )
vis ité v e s

P D P P= − −  



 

 86

On définit la vitesse moyenne vm de l’écoulement par 2

v m
D R vπ= , d’où (avec 

4

8
v

LD
P

R

η

π
∆ = ) :  

2

cos 8
vis ité m

P Lvπη= −  

 

5 – Bilans de moment cinétique (le tourniquet hydraulique) :  

 

 

 

Solution :  
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Quelques grands physiciens de la mécanique des fluides 
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