physique année scolaire 2015-2016

Corrigé du DS commun de physique n’4 - Mécanique des fluides

1 Ecoulement d’un fluide visqueux autour d’une sphere

1.1 Préliminaires

ov
1. La force de viscosité exercée par la particule de fluide Py sur la particule de fluide P5 est ? PP, = — N7

elle tend & uniformiser le champ des vitesses.

e
2. On considére la résultante des forces de viscosité dF,;s qui s’exercent sur la particule de fluide Ps
située entre y et y + dy : elle comporte la force exercée par le fluide inférieur (en dessous de y) et celle
exercée par le fluide supérieur (au dessus de y + dy), d’ou, en utilisant Uexpression précédente :

oy

— ov — ov — 821)% 821)_> dFC’LS 821)_>
dFyis = —n—(y,1)Ses + n— (y + dy, t)Ses = nSdy—— e, = ndr— e, = =n— e,
nay(y )Se +nay(y+ y,t)Sex =1 Vapt = TG ¢ L

dr = Sdy étant le volume de la particule de fluide P5. Pour ’écoulement particulier considéré, on trouve
: N 8%v = dFy; ~
bien AV = Gz €z, done Sis = nA?.
Yy T

3. Une particule de fluide de volume dr située en M & l'instant ¢ a pour accélération 7(M 1) = % +
(7 . gmd)?; elle est soumise a la résultante des forces de pression dF,, = —gradpdr et a la résultante

des forces de viscosité dF,;s, puisque I’on néglige toute force extérieure, d’ou :

a (a{j + (V- grad)?) = —gradp + 7]Z>7 (équation de Navier-Stokes)

1.2 Ecoulement autour d’une sphere

4. [ﬂ = L2T~! puisqu’il s’agit de la viscosité cinématique, homogene & un coefficient de diffusion ;
n
_ -1 v o _ M ) a _n
[Vo] = LT, donc - = 7t est une longueur, d’out | Do = e |

On vérifie que c’est la seule possibilité en cherchant «a, 3 et 7 tels que [n®u” Vil=L:

7] = ML7'T a+pB=0 a=1
(] = ML~ = PPV = MotPLe 3P e = L=l —a-38+y=1 = B=-1
Vo] = LT —a—7=0 y=—

ce qui donne bien, comme unique possibilité, ’expression proposée plus haut.

5. A partir de la définition du nombre de Reynolds : Re = % =
D Re>>1 == o s - gty
— = Re|. £ g G
Dy - \:l D SN

6. L’application numérique donne Dy = 1,4 pum. Pour une sphere de s

rayon R = 0,5 cm, Re = 7200, ’écoulement est donc turbulent dans le

sillage de la sphere ; pour une sphere de rayon R = 0,5 ym, Re = 0,7, Re< 1__ ;

I’écoulement est laminaire. Les lignes de courant ont ’allure ci-contre.

\__ 7~
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7. La situation traitée présente une symétrie de révolution autour de I’axe Oz, la force ?, résultante des
actions de contact exercées par le fluide sur la sphere, est donc dirigée selon Oz.

8. Pour un fluide fixé, n et p sont fixés, les parametres variables sont Vj et D. [C,] = #ﬁiﬁm =1;

C, est donc sans dimension et ne dépend que du nombre sans dimension qui est défini de facon unique a
partir des parametre Vy et D de I’écoulement, donc de Re. Ainsi, | C; ne dépend que de Re

Co = %

Vo TR

9. Pour la courbe de l'annexe 1, aussi bien C, que Re sont portés en échelles logarithmiques. Pour
Re < 1, c’est une droite de pente —1, ce qui signifie que C, est inversement proportionnel a Re, donc
que la force de trainée est linéaire en vitesse. Pour 1000 < Re < 300000, C, est pratiquement constant,
ce qui signifie que la force de trainée est quadratique en vitesse. Le point correspondant a la sphere de
rayon R = 0,5 um, de Re = 0,7, se trouve dans le domaine linéaire et C,, =~ 40; celui correspondant a la
sphere de rayon R = 0,5 cm, de Re = 7200, se trouve dans le domaine quadratique et C, ~ 0, 4.

0,1 1 10 100
Reynoids

FiGuRe 3 — Coeflicient de trainée de la sphére en fonction du nombre de Reynolds relatif an diamitr
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FIGURE 1 — Coefficient de tralnée

10. Compte-tenu de la lecture du graphe et des résultats précédents, ? ~0,4x %ﬂﬂR2VO2€_Z> =10, 2urR? ‘/026_2> = ?

1.3 Etablissement de la formule de Stokes

Toujours dans le cas de I’écoulement autour d’une spheére, avec les notations de la partie précédente,
on se place maintenant en régime permanent et on suppose la vitesse suffisamment faible pour négliger
l’accélération convective.

11. a) L’écoulement étant incompressible,

b) La sphere étant un obstacle imperméable et fixe, 7(7’, 0,0) = ﬁVG,Vgp (condition d’adhérence).
¢) Pour r — +oo, ¥ — Voes
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— e —
d) Comme le régime est permanent, 87 0 ; comme Re < 1, (7 . grad)7 ~ 0 (approximation

—> _>
linéaire), I’équation locale de la dynamique établie a la question 3 devient : | gradP = 77A7 .

12. a) Grace au formulaire, on calcule div ¥ :

0 3 R? 1 0 3R R?
dw7f—a (Vocosﬁ(r fer+ 27"))+7°sin989< Vo sin? 9(147“47“3)>
3R R? 1 3R R :
dZ'U7 VOCOSQ<—2ﬂ—w>—2%6089<r—4ﬂ—w>=0:>
b) Sur la sphere,
1 1
7(R,0,@):VOCOSO<1—;+2> ?T—Vosin9(1—2—4> = ﬁz?(R,H,ap)VG,Vgo.

c¢) Lorsque r — oo, v =V (cos e, — sin 96_9)) = Vyer.

13. D’apres I’énoncé, 7;%(7;%(7)) # ﬁ, donc rot v # ﬁ, donc I’écoulement est rotationnel, non potentiel ;
il n’est pas irrotationnel.

Re <« 1, donc I’écoulement est laminaire, non turbulent.

L’écoulement est stationnaire (hypothese de I’énoncé) ; le champ des vitesses donné dans 1’énoncé est bien
indépendant du temps.

14. On écrit I’équation locale de la dynamique ; d’aprés le formulaire :

3V03R (2cos e, +sinfej) = gradp = 7)3V

K? - f@(@ﬁ) - R(Q cos 0e; + sin 969)

On projette sur la base locale :

% 773V0RCO§9 =>p(7“,9) 773VORCO<9 +f( )
%% _ BVOQIE.?S’mG - 5p _ nSVgQ]E;mG — n3Vg§§1n0 + f/(g) = f/(a) =0 = f(e) — cste
1

5 8” =0= pne depend pas de ¢

3VoR cos b

En définitive, | p(r,0) = Py — 7 2,2
r

car p — Py lorsque r — oo (condition aux limites loin de la

sphere).

3V cos O

15. Sur la sphere, la pression vaut : p(R,0) = Py —n="%%

la sphere orientée de l'intérieur vers ’extérieur :

?pression:// —p(R,@)cﬁ:// _P()Cg—f—// nwcﬁ
sphere sphere sphere 2R

Le premier terme est nul (résultante de forces de pression sur une surface fermée soumise & une pression

, d’ou la résultante des forces de pression sur

uniforme) et cﬁ = e, R?sin 0dfdyp. Par ailleurs, comme Oz est axe de révolution, ?messwn est parallele
a Oz, d'ou

27 27 ™
?mession = e—z> 3V0 R2 / de / d cos O sin 0e; 0, 0) - e = e_;n SP;VO / de / df cos 0 sin 0 cos 0
0 0

27 T
2
?pmssi(m = e_;n 3]3;% / dcp/ df cos® Hsinf = e_;n 3]:;% '27T'§ = 27mRV06—Z> = ?mession
0 0
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16. Par analogie avec la situation traitée en question 1, on peut proposer :

§sin9
2 R

chzs ~ 7788 (R 9 (p) sin 9d9d<pe_9> =n (—

V0> R?sin t9d(9d<pe_9>

C’est bien 'expression proposée. (Remarque : en réalité, 8“9 doit étre remplacé par r 53 (”—9) a cause de la
courbure de la sphere ; cette expression donne le méme resultat pour la force de cisaillement élémentaire).
Comme pour la résultante des forces de pression, Fi;s est parallele & Oz car c’est un axe de révolution,

donc :

— 3RV, m 4 3RV,
Fcisze_;(— U 0)/ d(p/ d@singﬂe_g-e_;ze_;< U 0) / dfsin® 6 = 471'7]RV0€_Z>=1§:
0 0

2

puisque e_g . e_; = —siné.

—
17. ? = ?pmssi(m + Fis = 67mRV02 = ? ; c’est bien la formule de Stokes.

F _ 12n _ 24n __ % _ . .
Le coefficient de trainée vaut alors C, = TWVgnR2 — wRVo — w%D — | Re C, | pour Re < 1; C, est

bien alors inversement proportionnel & Re comme le montre la courbe de ’annexe 1.

18. Au cours de sa chute, la bille de verre (de masse volumique p) est soumise, dans le référentiel terrestre
supposé galiléen, a :

* son poids P = —%WR?’pge_Z), Iaxe Oz étant orienté vers le haut ;

* la poussée d’Archimede qui rend compte du gradient de pression di a la pesanteur dans l'huile de

masse volumique ' : ﬁ 37TR3u gez ;

* la force de trainée, qui est ? = —6m RV si Re < 1.
L’expérience permet de mesurer n’ si 'expression de la force de trainée est donnée par la formule de
Stokes, i.e. si . En effet, si Re > 1, les effets d’inertie se superposent aux effets de viscosité, et si
Re > 1, les effets de viscosité deviennent méme négligeables sur la force de trainée.
L’équation du mouvement de la bille est donc :

s dV

77TR dt

4 4
= —gng’pge_; + gwR?’u’gz — 67 RV

= ZpRzﬂz_g(p—u’)R%?
9 o dt 9 i N

2pR _2(p— u)Rzg—>

55 , la bille atteint sa vitesse limite v vy = —3 7 , qui
dépend de 7. La mesure de la vitesse limite permet donc d’accéder a la mesure de 7’. Le protocole peut
étre : on filme la chute de la bille lachée sans vitesse initiale dans une éprouvette transparente ; on point

les positions successives de la bille, on calcule sa vitesse a ’aide d’un tableur, on observe sa stabilisation
,_2(p—u)R%

Au bout d’'un temps de 'ordre de 7 =

a une valeur qui est la vitesse limite. On accede alors a | n

9 Vy
On exprime la condition Re < 1 :
Du' 9 N, D3 18172
Re= VDI 20O | p o 1817
U 9 U wp—u)g

Application numérique : Dyqr = f/(965x(2501(§59165)x9 ) = 0,01 m = 10 mm. La condition est donc

(R <5um]
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2 Approche documentaire

2.1 Questions

2.1.1 Ordres de grandeur

19. On exprime la puissance consommée par un foyer frangais en kW : 6000 kWh par an= 252%%5 kW.

Comme 'hydrolienne Hydroquest River 1.40 fournit 40 kW dans les conditions nominales, elle peut
alimenter W ~ 60 foyers d’Orléans. C’est tres peu, il faut donc utiliser une batterie d’hydroliennes
pour répondre aux besoins d’une ville.

20. La source d’énergie est I’énergie cinétique contenue dans ’écoulement. La puissance disponible P pour
I’hydrolienne est le débit d’énergie cinétique a travers la section S du rotor ; ¢’est donc I’énergie cinétique

1
contenue dans le volume Svdt divisée par dt, c’est-a-dire P = %;wQSv = iuSvg = P|, p étant la masse

volumique de ’eau. P est bien proportionnelle au cube de la vitesse, comme ’annonce le texte.

21. Application numérique : P = 1 x 1000 x 7 x (1,5)% x (3,1)* = 1,1.10% kW. Cette puissance est du
méme ordre de grandeur que celle que fournit ’hydrolienne (40 kW) ; P est cependant plus de deux fois
plus grande, ce qui parait cohérent, puisque P représente la puissance transportée par le courant a travers
le rotor, alors que celle qui est donnée dans le texte est celle que récupére ’hydrolienne ; cette derniere
puissance est plus faible, puisque I’hydrolienne ne stoppe pas le courant ; de plus, la conversion d’énergie
de la forme mécanique a la forme électrique introduit un rendement supplémentaire a prior:i inférieur a 1.

22. La puissance Pp, prélevée par la turbine vaut Pp, = 0,59P = 62 kW ; elle se rapproche des 40 kW
fournis par 'hydrolienne; si I’écart est du a la conversion mécanique-électrique, le rendement correspon-
dant est de 65 %, ce qui parait raisonnable.

23. Pour une éolienne de méme section balayée et dans un écoulement de méme vitesse, P.,; = L“’ar Phydro =
130 W. Grace a l'inertie, 800 fois plus grande pour ’eau que pour I’air, la puissance disponible est beau-
coup plus grande pour une hydrolienne que pour une éolienne de méme taille avec la méme vitesse
d’écoulement. Par contre, les courants fluviaux ne dépassent pratiquement pas les 3 m/s, ce qui limite la

puissance disponible.

3 3
24. Phydro = L'nominale (%) =40 x (327) kW=11 kW.

25. On calcule le nombre de Reynolds : Re = ”If]“““ A 2xL3x1000
eau

Ieau vaut neq, = 1072 Pa.s. On peut donc négliger les forces de viscosité presque partout et I’écoulement
est turbulent.

~ 3.10% > 1, puisque la viscosité de

2.2 Modélisation simple et limite de Betz

26. Comme Re > 1, on peut négliger les forces de viscosité dans le courant, ce qui justifie I'hypothese
d’écoulement parfait presque partout; par contre, I’eau n’est pas assimilée a un fluide parfait entre les
plans Ojzy et Oszy parce que de forts gradients de vitesse existent au contact de la turbine.

27. L’eau étant un fluide incompressible, il y a conservation du débit volumique le long du tube de courant,

donc | S1v1 = Sv = Ssvs ‘ Comme 'hydrolienne préleve de I’énergie cinétique au courant, vy < vy, donc,
a cause de la conservation du débit volumique, S < S, comme représenté sur le schéma de la figure 5.

28. Le systéme ouvert (S7) est situé entre les plans Ajzy et Asxy; on effectue le bilan de quantité de
mouvement sur le systéme fermé (X1) qui contient & Uinstant ¢ le systeme (S7)(t) et la masse d’eau qui
pénetre dans le systeéme entre ¢ et t + dt ; & U'instant ¢ + d¢, ce systeme contient le systeme (S7)(t + dt) et
la masse qui sort du systeme entre ¢ et t + dt. La variation de quantité de mouvement par unité de temps
est alors, compte-tenu de ’hypothese de régime stationnaire :

DPy, P, (t+dt)— P, (t+dt) .
Dt dt = HUORB2 T L)es
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Le systéme fermé (X;) est soumis a la force ? exercée par le rotor et a la résultante des forces de
pression exercées par la pression uniforme Py ; cette force de pression est donc nulle. En définitive,

? = pvS(vg — 1}1).e_z> . Comme vy < v1, ? est dirigée selon —e_g, ce qui est cohérent avec le fait que cette

force ralentit le courant.

29. On procede de la méme fagon pour le systéme ouvert (S3) situé entre les deux plans Ojzy et Oy ;

le systéme fermé (¥2), contenant le systéme ouvert et la masse entrant pendant dt, est soumis & F' et &
la résultante des forces de pression agissant en amont et en aval. Comme v(0O;1) = v(O3) = v :

DPs,
Dt

On exprime (p; — p2) en utilisant le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant A;0; et sur la ligne
de courant O5A, :

:ﬁ:?"f‘(pl_pZ)S@—z)

Po 1,5 pi 1, 0o, 1 1 1 2
Y O P =
N+2”1 /J+2 e +22 M+2U p1— 2#( 2)
1
Finalement, = —(p1 — p2)Se; = —5115(1)% — el = il
30. F = (S (vy — vy el = —LpuS(v? — el = v(vy —va) = 1(v1 —va)(v1 +v2), dolt v = % .

31. La force ? s’applique sur la section ou la vitesse est v, donc la puissance prélevée par le rotor au

S
courant est Pp, = —?ve_; = 1uS(vi —v3) (Bf2) = M4 (v? — v3)(v1 + v2) = Ppy |.

32. On dérive Pp, par rapport a vs :

dpP, S S
L (—2va(v1 + v2) + v —03) = L(vl + v2)(v1 — 3v2)
d’U2 4 4
Pour vy = %Uh ddif;" = 0 et change de signe; pour vy < %01 dPP’ > 05 pour vy > *Ulv df:f;’ < 05l

8
s’agit donc bien d’'un maximum et | Pp,pqr = 2—7u5’vf .

33. La puissance transportée par le courant est P = %/LS’UZI’, donc % = % ~ 0,59, ce qui signifie
bien que la puissance maximale prélevée par le rotor vaut 59 % de la puissance transportée par le courant.
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